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Prefata 


Lucrarea se bazează pe cursurile de Vibratii mecanice predate la 
Universitatea Politehnica Bucuresti, la facultatea I.M.S.T. (1972-2006), la cursul 
postuniversitar de Vibratii organizat în cadrul Catedrei de Rezistenţa materialelor 
(1985-1990), la Facultatea de Inginerie în Limbi Străine, Filiera Engleză (1993- 
2007) şi la un curs de masterat de la Facultatea de Inginerie Mecanică şi 
Mecatronică. 


Vibratiile mecanice au fost introduse în planul de învățământ al facultăţilor 
cu profil mecanic ca un curs de sine stătător în 1974. Pentru a susţine cursul, am 
publicat, sub conducerea profesorului Gh. Buzdugan, monografia Vibratiile 
sistemelor mecanice la Editura Academiei în 1975, urmată de două ediții ale 
manualului Vibratii mecanice la Editura didactică şi pedagogică în 1979 şi 1982. În 
1984 am publicat Vibration Measurement la Martinus Nijhoff Publ., Dordrecht, 
reprezentând versiunea revizuită în limba engleză a monografiei ce a apărut în 
1979 la Editura Academiei. 


După cum reiese din Cuprins, cursul este orientat spre aplicaţii inginereşti, 
fiind limitat la ceea ce se poate preda în 28 ore. Materialul prezentat conţine 
exerciţii rezolvate care susțin seminarul, în cadrul căruia se utilizează programe cu 
elemente finite elaborate de autor şi se prezintă lucrări demonstrative de laborator, 
fiind utile şi la rezolvarea temelor de casă. Cursul urmăreşte a) descrierea 
fenomenelor vibratorii întâlnite în practica inginerească; b) modelarea sistemelor 
vibratoare şi analiza acestora cu metoda elementelor finite; şi c) înarmarea 
studenţilor cu baza fizică necesară în modelarea analitică şi numerică a structurilor 
în vibraţie şi a maşinilor, pentru elaborarea soluţiilor inginereşti ale problemelor de 
vibrații. 

În volumul al doilea se vor prezenta vibraţiile autointretinute, metode de 
calcul pentru probleme de valori proprii de ordin mare, estimarea pametrilor 
sistemelor vibratoare pe baza analizei funcţiilor răspunsului în frecvenţă, analiza 
modală experimentală şi încercările la vibrații. Nu se tratează dinamica sistemelor 
rotor-lagăre şi vibraţiile discurilor şi paletelor, acestea fiind studiate în cadrul 
cursului de Dinamica maşinilor. 
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1: 
MODELAREA SISTEMELOR VIBRATOARE 


Vibraţiile sunt fenomene dinamice întâlnite în activitatea curentă, de la 
bătăile inimii, alergatul şi mersul pe jos, legănatul copacilor în bătaia vântului şi 
trepidatiile clădirilor la cutremure, la vibraţiile instrumentelor muzicale, ale 
perforatoarelor pneumatice şi benzilor transportoare oscilante. 


De cele mai multe ori “vibrații” sunt denumite mişcările nedorite care 
produc zgomote sau solicitări mecanice relativ mari. În acest caz interesează în 
special efectul vibratiilor asupra omului, maşinilor şi clădirilor. Modelarea 
fenomenelor vibratorii implică definirea structurii şi parametrilor corpurilor în 
vibraţie, a funcțiilor care descriu excitatia şi a nivelelor răspunsului dinamic. 


Acest capitol introductiv cuprinde definiții şi clasificări, necesare pentru o 
imagine generală a principalelor noțiuni utilizate în studiul vibratiilor. 


1.1 Vibratii şi oscilaţii 


Conform “Dicţionarului explicativ al limbii române” (DEX-1998), 
vibrația este o “mişcare periodică a unui corp sau a particulelor unui mediu, 
efectuată în jurul unei poziţii de echilibru”. Oscilatia este “variaţia periodică in 
timp a valorilor unei mărimi care caracterizează un sistem fizic, însoţită de o 
transformare a energiei dintr-o formă în alta”. 


Oscilatiile — de natură mecanică, termică, electromagnetică etc. — sunt 
fenomene dinamice caracterizate prin variaţia în timp a unei mărimi de stare a 
sistemului, de obicei în vecinătatea valorii corespunzătoare unei stări de echilibru. 


Vibratiile sunt oscilaţii ale sistemelor elastice, adică mişcări ale sistemelor 
mecanice datorite unei forte de readucere elastice. Astfel o bară elastică sau o 
coardă vibrează, în timp ce un pendul oscilează. 


Toate corpurile care au masă şi elasticitate pot vibra. Un sistem vibrator 
are atât energie cinetică, înmagazinată în masa în mişcare, cât şi energie 
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potențială, înmagazinată în elementul elastic ca energie de deformatie. In timpul 
vibratiilor, are loc o transformare ciclică a energiei potențiale în energie cinetică şi 
invers. 


Într-un sistem conservativ, în care nu există disipare de energie, energia 
mecanică totală este constantă. În poziţia de amplitudine maximă a deplasării, 
viteza instantanee este zero, sistemul are numai energie potenţială. În poziţia de 
echilibru static, energia de deformatie este nulă iar sistemul are numai energie 
cinetică. Energia cinetică maximă este egală cu energia de deformatie maximă. 
Egalând cele două energii se poate calcula frecvenţa proprie fundamentală de 
vibraţie. Acesta este principiul metodei lui Rayleigh. 


Sistemele vibratoare sunt supuse amortizarii datorită pierderii de enegie 
prin disipare sau radiație. Amortizarea produce descreşterea amplitudinii vibratiilor 
libere, defazajul între excitație şi răspuns, precum şi limitarea amplitudinii 
răspunsului forţat al sistemelor vibratoare. 


1.2 Sisteme discrete şi sisteme continue 


Numărul gradelor de libertate ale unui sistem vibrator este egal cu 
numărul coordonatelor independente necesare pentru a defini complet configurația 
instantanee a sistemului. 


Rezultă că pentru a defini mişcarea tuturor particulelor unui sistem, 
numărul gradelor de libertate ar trebui să fie infinit. Totuşi, în probleme practice, se 
utilizează sisteme similare din punct de vedere dinamic, cu număr redus de grade 
de libertate. 


Criteriile prin care se stabileşte numărul gradelor de libertate ale unui 
sistem se bazează pe considerente practice. Astfel, unele dintre mişcările posibile 
ale sistemului pot fi atât de mici încât să nu prezinte interes. Grupuri de particule 
cu mişcări practic similare pot fi considerate corpuri rigide, ceea ce permite 
reducerea numărului coordonatelor necesare pentru descrierea mişcării. Domeniul 
frecvenţelor forţelor excitatoare poate fi atât de îngust încât numai una sau câteva 
dintre frecvențele proprii pot da naştere la rezonanțe. 


Aceste consideraţii conduc la conceptul de mase concentrate care sunt 
corpuri rigide conectate prin elemente elastice cu masa neglijabilă. Mişcările 
descrise de astfel de sisteme discrete sau cu parametri concentrați sunt adesea 
aproximări suficient de bune ale vibratiilor reale pentru a satisface cerințele 
practice, oferind date utile proiectării şi valori privind limitele admisibile ale 
vibratiilor. 


Atunci cand elementele deformabile au mase distribuite comparabile cu 
masele componentelor modelate prin corpuri rigide, aproximarea se poate 


1. MODELAREA SISTELOR VIBRATOARE 3 


îmbunătăţi ţinând cont de masa elementelor elastice. Deobicei masa proprie este 
concentrată într-un număr arbitrar de puncte, în funcție de gradul de aproximare 
dorit. 


Există însă multe elemente de maşini şi structuri cu formă atât de simplă 
încât pot fi considerate sisteme cu număr infinit de grade de libertate. Astfel de 
sisteme continue sau cu parametri distribuiți pot fi modelate ca bare, fire, plăci, 
membrane, învelişuri sau combinaţii ale acestora. 


În aplicaţiile inginereşti, structurile cu formă complicată sunt înlocuite prin 
modele matematice discrete. O metodă eficientă de discretizare este metoda 
elementelor finite. Sistemul cu număr infinit de grade libertate este înlocuit cu un 
sistem discret care are aceeaşi comportare dinamică. Structura reală este divizată 
(ipotetic) în subdomenii bine definite (elemente finite) care sunt atât de mici încât 
forma funcţiei câmpului de deplasări poate fi aproximată destul de precis, urmând 
să se determine doar mărimea acesteia. Elementele individuale sunt apoi asamblate 
astfel încât deplasările lor sunt compatibile la nodurile elementelor şi în câteva 
puncte la interfaţa lor, tensiunile interne sunt în echilibru cu forțele aplicate reduse 
la noduri, şi condiţiile la limită sunt satisfăcute. Erorile de modelare înclud alegerea 
unui tip neadecvat de element, funcţii de formă incorecte, reazeme nepotrivite şi o 
rețea de discretizare grosiera. 


1.3 Sisteme cu un grad de libertate 


Un număr surprinzător de mare de probleme de vibrații care apar in 
practica inginerească pot fi rezolvate cu o precizie acceptabilă modelând sistemul 
real ca un corp rigid rezemat elastic, a cărui mişcare poate fi descrisă de o singură 
coordonată. 


Cel mai simplu sistem vibrator constă din corpul a cărui mişcare este 
studiată şi mediul înconjurător, față de care se măsoară mişcarea. Analiza acestui 
sistem simplificat parcurge patru etape. În prima etapă se stabileşte partea 
sistemului care reprezintă corpul rigid şi cea care reprezintă elementele 
deformabile. În etapa a doua se calculează parametrii dinamici ai corpului rigid şi 
ai elementelor elastice. În etapa a treia se scriu ecuaţiile de mişcare ale sistemului 
echivalent. Etapa a patra constă din rezolvarea ecuațiilor de mişcare în condițiile 
date pentru vibrații libere sau forțate. In ultimele două etape se pot utiliza metode 
diferite, bazate pe expresiile energiilor cinetică şi potenţială ale sistemului. 


Primele două etape implică discernământ şi experienţă, care se dobândesc 
în practică, în procesul alegerii sistemelor echivalente, definirii mişcării acestora şi 
comparării predictiilor cu rezultatele măsurărilor pe sistemele reale. Verificarea şi 
validarea modelelor pot impune reactualizarea parametrilor sistemului sau chiar a 
structurii modelului. Adecvarea soluţiei depinde în mare măsură de priceperea cu 
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care se aleg ipotezele simplificatoare de bază. Opţiunea principală este între un 
model liniar şi un model neliniar. Alegerea tipului amortizării poate fi o sursă de 
erori, deoarece amortizarea nu poate fi calculată la fel ca masa şi rigiditatea. 


Ultimele două etape constau din aplicarea unor proceduri stabilite de 
matematicieni. Activitatea inginerească propriu-zisă se limitează la primele două 
etape, în timp ce ultimele două etape pot fi considerate ca aplicări directe ale unor 
rețete de calcul. 


În capitolul 2 se studiază sisteme cu un grad de libertate. Sistemele discrete 
sunt analizate în capitolele 3 şi 4. Capitolul 5 este dedicat vibratiilor barelor iar 
capitolul 6 este o introducere în studiul propagării undelor în bare şi medii elastice 
infinite. 


1.4 Mişcări vibratorii 


În funcţie de cauza care produce sau susține mişcarea vibratorie, se pot 
distinge: a) vibrații libere, produse de un impact sau o deplasare iniţială; b) vibrații 
forțate, produse de forte exterioare sau excitatii cinematice; c) vibrații parametrice 
— datorite variaţiei, produse de o cauză externă, a unui parametru al sistemului; şi 
d) vibrații autoexcitate — produse de un mecanism inerent în sistem, prin conversia 
unei energii obținute de la o sursă de energie constantă în timp. 


Un sistem elastic scos din poziţia de echilibru stabil, apoi lăsat liber, 
efectuează vibrații libere. În prezenţa unor forte de frecare, energia mecanică este 
disipată, iar vibrația este amortizată după un număr oarecare de cicluri. Frecventele 
vibratiilor libere depind de masa, rigiditatea şi amortizarea din sistem, fiind 
independente de condiţiile inițiale ale mişcării sau de forte exterioare sistemului. 
De aceea se numesc frecvenţe proprii sau frecvenţe naturale de vibraţie. Inversele 
acestora se numesc perioade proprii de vibraţie. Pentru un anumit sistem, ele au 
valori constante bine definite. Când toate particulele unui corp vibrează într-o 
mişcare armonică sincronă, deformata dinamică este definită de o formă proprie de 
vibraţie. 


Vibraţiile forțate (întreţinute) sunt produse de forte perturbatoare care 
există independent de mişcare. În general, sarcinile exterioare sau deplasările sunt 
aplicate dinamic, deci sunt variabile în timp. Astfel de excitatii implică un transfer 
de energie de la sursa perturbatoare periodică la sistem. Dacă transferul are loc 
periodic, constant pe fiecare ciclu, vibrația forțată este staționară, de amplitudine 
constantă. Dacă transferul se face neuniform, vibrația are caracter tranzitoriu, 
amplitudinea variind până la stabilirea unui regimn staționar sau până la 
amortizarea completă. 


Aplicarea bruscă a unei perturbații produce şocuri sau impacturi. Șocul este 
o perturbatie prin care se transmite sistemului energie cinetică într-un interval de 
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timp scurt în comparaţie cu perioada sa proprie de oscilație. Răspunsul la un şoc 
este deci, din momentul încetării acţiunii, o vibraţie liberă. Excitatia tranzitorie 
este o perturbatie care durează mai multe perioade de vibraţie proprie ale 
sistemului. 


Vibratiile periodice şi cele tranzitorii sunt fenomene deterministe, pentru 
care se pot stabili funcţii de timp care să definească în orice moment valoarea 
instantanee a deplasării. În multe aplicaţii practice se întâlnesc vibrații aleatoare, 
cu caracter nedeterminist, la care valorile instantanee ale mărimilor care definesc 
mişcarea nu mai sunt predictibile. Se recurge la calculul probabilităților şi se 
lucrează cu mărimi statistice sau valori medii, care în cazul proceselor staţionare, 
ergodice şi cu distribuţie gaussiană devin predictibile. 


În general, când asupra unui sistem liniar şi cu parametri invariabili în timp 
se aplică o perturbatie oarecare, mişcarea rezultantă este suma a două componente 
distincte: vibrația forțată, descrisă de o funcţie asemănătoare funcției excitatiei şi 
vibrația proprie, dependentă doar de caracteristicile dinamice ale sistemului, a 
cărei funcţie de timp este de obicei o combinaţie între o sinusoidă şi o 
exponențială. 


In cazul unei perturbații armonice sau aleatoare staţionare, vibrația proprie 
se amortizează imediat după începutul mişcării, rămânând doar vibrația forțată, 
care în anumite condiţii poate produce rezonanță. 


Dacă un sistem este acționat de o forță exterioară periodică, a cărei 
frecvenţă este egală cu (sau apropiată de) una din frecvențele proprii ale sistemului, 
vibrația produsă are amplitudini relativ mari chiar pentru amplitudini relativ mici 
ale forței perturbatoare. Se spune că sistemul este într-o stare de rezonanță. Un 
exemplu este leagănul împins la anumite intervale. Alte exemple includ vibraţiile 
sistemelor cu roti dințate la frecvența de angrenare, vibraţiile torsionale ale 
arborilor motoarelor cu ardere internă la frecvența aprinderilor din cilindri, 
vibraţiile rulmentilor la frecvenţa trecerii bilelor peste un defect, etc. 


Rezonanta ia naştere la frecvențele la care suma celor două energii 
“reactive” recuperabile — potenţială şi cinetică — este nulă, iar energia transmisă 
sistemului este egală cu energia disipată prin frecări. Fenomenul apare când 
spectrul de frecvenţe al excitatiei acoperă un domeniu ce cuprinde frecvențele 
proprii ale sistemului. 


La rezonanţă o forță de amplitudine constantă produce un răspuns maxim, 
sau, pentru a menţine un răspuns de amplitudine constantă, este necesară o forță 
minimă. 

Rezonanta înseamnă amplitudini mari ale mişcării în anumite puncte sau 
parti ale sistemului în vibraţie, însoţite de solicitări şi tensiuni mari sau mişcări 
relative considerabile, care pot duce la ruperi prin oboseală, funcționare 
necorespunzătoare, uzură, trepidatii, deci zgomot — cu acţiune nocivă aspra omului. 
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O rezonanţă este definită de o frecvență, un nivel al răspunsului dinamic şi 
o lățime a curbei de răspuns în frecvență. Evitarea regimurilor periculoase de 
vibrații din vecinătatea rezonantelor se poate face prin: a) modificarea frecvenţelor 
excitatoare; b) modificarea masei sau rigiditatii sistemului vibrator, pentru variația 
frecvenţelor proprii; c) creşterea sau adăugarea amortizării, şi d) ataşarea unui 
absorbitor dinamic de vibrații. 


Dacă mişcarea are loc în prezența unei surse de energie, pot apare 
autovibratii (vibrații autoexcitate). Mişcarea este întreţinută de o forță periodică, 
creată sau determinată de mişcarea însăşi, deşi energia este furnizată în mod 
uniform de sursa exterioară. Când mişcarea se opreşte, forța periodică dispare. 
Exemple cunoscute sunt vibraţiile corzii de vioară produse de arcus, “scârțâitul” 
cretei pe tablă sau al balamalei unei uşi, “tiuitul” maşinilor unelte când sculele sunt 
ascuţite necorespunzător, “fluieratul” tramvaiului la curbe, vibraţiile liniilor 
electrice aeriene produse de vânt, etc. 


În timpul vibratiilor la rezonanţă şi al celor autoexcitate, sistemul vibrează 
la o frecvenţă proprie. În primul caz vibraţiile sunt forţate, deci au loc la frecvenţa 
excitatoare (sau multipli întregi ai acesteia, în cazul sistemelor neliniare). În al 
doilea caz, frecvenţa este independentă de orice stimul exterior. 


Vibratiile parametrice sunt produse de variaţia unui parametru dinamic al 
sistemului, rigiditatea sau inerția. Exemple sunt vibraţiile transversale ale 
rotoarelor de secţiune necirculară, pendulelor de lungime variabilă, sistemelor 
torsionale cu roti dinţate, etc. 


1.5 Amortizarea vibratiilor 


Amortizarea reprezintă disiparea energiei mecanice dintr-un sistem, 
deobicei prin transformare în energie termică. Pierderea energiei prin radiaţie, 
uneori definită ca amortizare geometrică, nu este tratată în această lucrare. 


Mecanismele de amortizare frecvent utilizate sunt: a) frecarea uscată 
(coulombiană), în care amplitudinea forței de amortizare este independentă de 
viteză, b) amortizarea vâscoasă liniară, la care forța este proporțională cu viteza, c) 
amortizarea vâscoasă proporțională cu o putere a vitezei, şi d) amortizarea 
structurală (histeretică, internă) în care forţa este proporţională cu deplasarea. 
Amortizarea ereditară şi cea dintre piesele cu jocuri sunt alte modele posibile. 


Amortizarea coulombiană sau amortizarea prin frecare uscată este un 
mecanism de amortizare neliniară, produs de forţe de frecare care se opun mişcării. 
Forţa de amortizare coulombiană are amplitudine constantă, fiind independentă de 
viteză, odată ce s-a depăşit forța de frecare statică inițială. Energia disipată într-un 
ciclu de vibraţie armonică este proporțională cu amplitudinea deplasării şi 
independentă de pulsatie. 
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Amortizarea vâscoasă liniară este produsă de frecarea relativă a 
moleculelor unui fluid vâscos, care produce forțe proporţionale şi de sens contrar 
vitezei unui obiect care se mişcă în fluid. Energia disipată într-un ciclu de vibraţie 
armonică este proporțională cu frecvenţa şi cu pătratul amplitudinii deplasării. Este 
cel mai simplu model de amortizare, frecvent utilizat datorită simplităţii 
matematice, in special pentru modelarea amortizării externe, produse de mişcarea 
în mediul ambiant. 


Amortizoarele cu ulei din suspensia automobilelor şi motocicletelor produc 
forte proporţionale cu o putere a vitezei relative. Amortizarea proporțională cu o 
putere a vitezei este un mecanism neliniar, în care energia disipată într-un ciclu de 
vibraţie armonică depinde atât de pulsatie cât şi de amplitudinea vibraţiei. 


S-a observat experimental că la multe materiale folosite curent în practică 
energia disipată într-un ciclu de vibraţie armonică este proporţională cu pătratul 
amplitudinii deplasării dar este independentă de pulsatie, deci modelul amortizării 
vâscoase liniare nu descrie corect comportarea acestor materiale. Aceeaşi 
constatare priveşte amortizarea produsă de mişcarea relativă a elementelor 
asamblate prin nituire sau cu şuruburi. 


Amortizarea structurală sau histeretică este mecanismul de frecare de 
alunecare care descrie această comportare. Forţa de amortizare este proporțională 
cu deplasarea relativă dar în fază cu viteză relativă. Acest model de frecare a fost 
postulat şi este strict valabil doar în cazul vibratiilor armonice. El nu reprezintă un 
mecanism de disipare a energiei realizabil fizic, deoarece în cazul solicitării în 
regim tranzitoriu conduce la rezultate absurde. În acest caz, valoarea instantanee a 
forței de amortizare depinde nu numai de variaţia în timp a deplasării până in 
momentul aplicării forței, dar şi după acest moment (sistem necauzal). Totuşi, în 
regim armonic şi pe domenii limitate de frecvenţe, modelul amortizării structurale 
dă rezultate bune, confirmate experimental pe structuri aeronautice. 


Natura fizică a mecanismelor de amortizare este atât de diferită, încât 
pentru descrierea lor s-au elaborat mai multe modele matematice, majoritatea fiind 
neliniare, deci implicând dificultăţi de calcul. S-a recurs la conceptul de amortizare 
vâscoasă echivalentă, prin care forța de amortizare neliniară se înlocuieşte cu o 
forță vâscoasă liniară, astfel încât energia disipată pe ciclu de amortizorul neliniar 
să fie egală cu cea disipată de un amortizor vâscos echivalent, supus la o deplasare 
relativă de aceeaşi amplitudine. 


Generalizând noţiunea de amortizare echivalentă, calculul analitic al 
vibratiilor mecanice este simplificat prin folosirea cu precădere a două modele de 
amortizare — vâscoasă şi structurală. Se egalează deci energia disipată într-un ciclu 
de vibraţie prin toate mecanismele de amortizare, inclusiv cea datorită radiației 
(prin unde, în medii continue infinite), cu energia disipată printr-un singur 
mecanism, vâscos sau histeretic, într-un regim de vibrații cu aceeaşi amplitudine. 
Rezultă astfel fie un coeficient de amortizare vâscoasă echivalentă, fie un 
coeficient de amortizare structurală echivalentă, mărimi dependente în general de 
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pulsatie şi amplitudinea deplasării, cu care se lucrează ca şi când ar fi constante, 
urmând să se determine experimental domeniile în care această ipoteză este 
valabilă. 


2. 
SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE 


Sistemele vibratoare au masă şi elasticitate. Cel mai simplu sistem vibrator 
constă dintr-o masă ataşată de un arc liniar. Când mişcarea poate fi descrisă de o 
singură coordonată, sistemul are un singur grad de libertate. Utilizând acest model 
simplu, se pot introduce concepte de bază ca frecvenţa proprie, rezonanța, bătăile şi 
antirezonanta. În timpul vibratiilor, energia mecanică se disipează prin amortizare. 
Aceasta limitează amplitudinea mişcării la rezonanță, descreşte amplitudinea 
vibratiilor libere, şi introduce defazaje între răspuns şi excitație. Măsurarea 
amortizării este importantă deoarece ea nu poate fi calculată ca celelalte două 
proprietăți, masa şi rigiditatea. 


2.1 Vibratii libere neamortizate 


Vibratia liberă a unui sistem masă-arc, care are loc în absența oricărei 
excitatii exterioare, este o mişcare armonică a cărei frecvenţă depinde exclusiv de 
masa şi rigiditatea sistemului, fiind independentă de condiţiile inițiale ale mişcării. 
Fiind o proprietate intrinsecă (naturală) a sistemului, aceasta se numeşte frecvență 
proprie sau frecvenţă naturală. Calculul frecvenţelor proprii se bazează pe valorile 
maselor şi ale rigiditatilor elementelor elastice. 


2.1.1 Sistemul masă-are 


Sistemul din fig. 2.1 constă dintr-un arc liniar de rigiditate k şi o greutate W 
având masa m=W/g, unde g este acceleraţia gravitaţiei. Greutatea este 
constrânsă să se deplaseze pe direcţie verticală, fără să se rotească. Rigiditatea k 
este egală cu forța care produce o variație a lungimii arcului egală cu unitatea. 

În fig. 2.1, a se arată arcul netensionat. Când masa m este ataşată arcului 
(fig. 2.1, b), capătul acestuia se deplasează în jos şi se opreşte în poziţia de 
echilibru static, determinată de deformația statică 65, . În acestă poziţie, greutatea 
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W =mg care acționează in jos este echilibrată de forţa din arc ko,, care 
acționează în sus (fig. 2.1, c), astfel încât săgeata statică este 
mg 
6, = 78. 
k 
Dacă masa este deplasată din poziția de echilibru static şi lăsată liber, 
sistemul efectuează vibrații libere. Pentru a scrie ecuația mişcării, originea 
deplasărilor dinamice se alege în poziția de echilibru static, astfel încât trebuie 
luate în considerare doar forțele datorite deplasării fata de această poziţie. 


(2.1) 


Poziţia 


nedeformata Pozitia de k Ove 
LLLLLL 
echilibru x kx 
W= mg 
a b c d 
Fig. 2.1 


Alegând sensul pozitiv în jos, forța elastică ce acționează asupra masei în 
poziția x este — kx (fig. 2.1, d). Mişcarea masei este descrisă de legea a doua a lui 


Newton 

mă = —kx, 
care poate fi scrisă 

mx+kx=0, (2.2) 
unde un punct deasupra literei denotă derivarea în raport cu timpul. 


Relaţia (2.2) este o ecuaţie diferenţială de ordinul doi, omogenă. Soluția 
generală are forma 


x = C, sin o,„t+C> cos ot, (2.3) 
unde 

o, = k/m [rad/s] (2.4) 
este pulsatia proprie neamortizată a sistemului. 


Frecvența proprie neamortizată este 


Ía LJE. [Hz] (2.5) 
n\m 
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Constantele arbitrare C, şi C se determina pe baza condiţiilor iniţiale ale 
mişcării. În cazul general, sistemul poate porni din poziţia x, cu viteza V}, astfel 


încât soluţia generală devine 


Vo. 
x = sina, t+ xg cos a,t. (2.6) 


O, 


O altă formă a soluției generale este 
x = Asin(o,t+9), (2.7) 


unde cele două constante arbitrare sunt date de 


4=1]x3+(0/0,) i p = arctg Z% (2.8) 
v 


0 
Expresia (2.7) arată ca vibratia liberă a sistemului masă-arc este armonică 
şi are loc la frecvenţa proprie f,. Mărimea A reprezintă amplitudinea deplasării 


fata de poziţia de echilibru static iar ø este unghiul de fază. Pulsatia o, defineşte 


frecvenţa vibraţiei în radiani pe secundă, 2m radiani corespunzând unui ciclu 
complet de vibrație. 


Frecvența vibratiei este egală cu numărul de cicluri de mişcare în unitatea 
de timp. Inversul frecvenței proprii este perioada proprie de vibraţie 


T=\/f,=2n/o,. [sec] (2.9) 


Perioada vibraţiei este egală cu timpul necesar mişcării să se repete. 


Frecvența proprie neamortizată se poate exprima în funcţie de săgeata 
statică utilizând relaţia (2.1) 


Si i 
his a [Hz] (2.10) 


unde g= 9,81m/ s? este acceleraţia gravitaţiei. 


2.1.2 Rigiditatea elementelor elastice 


Deşi sistemul cu un grad de libertate este deobicei modelat printr-o masă 
ataşată de un arc cilindric elicoidal, în multe sisteme practice elementul elastic 
poate lua diferite forme sau poate consta din mai multe arcuri legate între ele. 


În fig. 2.2 rigiditatile mai multor elemente elastice au fost calculate ca 
raport între forța aplicată şi deplasarea punctului ei de aplicaţie. 
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EI 
k = T7’ I = momentul de inertie 
al secțiunii transversale 
£ = lungimea totală 
EA l PET 
e = apa, A = aria secțiunii transversale 


GI 
—————— k= Za L = constanta torsională 
£ £ 


a secțiunii transversale 


Gd* i 
— AA — lR k= mne n = numărul spirelor 
ai 3EI 
= za 


78° 
£ 
3 pe 192 EI H—a b> 3E14 
E T abe 
Fig. 2.2 


În fig. 2.3 se prezintă două tipuri generale de combinații de arcuri. 


kı 


W W 


Fig. 2.3 


La legarea in serie (fig. 2.3, a), in ambele arcuri acționează aceeaşi forță. 
Două arcuri liniare, de rigiditati k, şi k, , acţionate de greutatea W , se deformează 
static 
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Rigiditatea echivalentă, reprezentând efectul combinat al arcurilor k, şi 


k, , este 


ky =—=——_. (2.11) 


Un sistem cu n arcuri legate în serie are o rigiditate echivalentă k dată de 


l = : + l ++ : i (2.12) 
ks ky k, k 


n 


La legarea în paralel (fig. 2.3, b) deformația ambelor arcuri este aceeaşi iar 
suma forțelor din arcuri este egală cu greutatea aplicată W : 


W =k] 65 +k, Öst- 
Astfel, pentru arcuri legate în paralel, rigiditatea echivalentă este 


st 


In general, un sistem cu n arcuri în paralel are o rigiditate echivalentă 


Kp =k ,+ky+..+k,. (2.14) 


Regulile de compunere a rigiditatilor arcurilor sunt aceleaşi cu cele 
utilizate la calculul capacităţii totale a condensatoarelor legate in serie sau în 
paralel in circuitele electrice. 


2.1.3 Sisteme torsionale 


Se consideră sistemul torsional din fig. 2.4 care constă dintr-un disc cu un 
moment de inerție masic J, kg m?, ataşat de o bară sau un fir de rigiditate la 
răsucire K, N m/rad. Sistemul este constrâns să efectueze vibrații unghiulare în 
jurul axei verticale. 

Dacă poziţia instantanee a discului este dată de unghiul 0, cuplul care 


acționează asupra discului este — KO astfel încât legea a doua a lui Newton pentru 
mişcarea unghiulară este 


J0 =-K9, 


care se mai scrie 
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JÖ+K0=0, (2.15) 


unde un punct deasupra literei denotă derivare în raport cu timpul. 


k 
A 
Fig. 2.4 


Ecuația (2.15) a fost stabilită de Ch. O. Coulomb în 1784. Soluția generală 
are forma 


O(t)=C, sin o,t+ C cosa,t, 
unde 
@, =X K/J [rad/s] (2.16) 
este pulsatia proprie neamortizată a sistemului torsional. 


Frecvența proprie neamortizată este 


1 IK 


Din Rezistenţa materialelor se ştie că o bară de diametru d şi lungime /, 
dintr-un material cu modulul de elasticitate transversal G, solicitată de un moment 


4 
Š : M,é T TARE 
M, se răsuceşte cu un unghi 0 =—*—, unde 7 p= este momentul de inerție 
p 
polar al secțiunii transversale a barei. Rigiditatea la răsucire (torsională) este deci 
a M, £ GI, 
0 £ 


Există o analogie directă între sistemele în vibrații de translație şi cele în 
vibrații torsionale. Arcurile şi masele din primul caz sunt înlocuite de arcuri 
torsionale şi discuri rigide care au moment de inerție masic polar. 
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2.1.4 Metoda energetică 


Dacă vibrația este armonică, atunci frecvenţa poate fi calculată printr-o 
metodă energetică. Când nu există disipare de energie, sistemul se numeşte 
conservativ. În orice moment, energia unui sistem conservativ este suma constantă 
a energiilor potenţială şi cinetică 


U +T = const. (2.18) 


Energia potenţială maximă, care apare în poziţia de elongatie maximă, 
unde masa stă pe loc un moment, trebuie să egaleze energia cinetică maximă, care 
apare atunci când masa trece prin poziția de echilibru static, cu viteză maximă. 


Forța din arc este Ax, iar lucrul mecanic efectuat pe o deplasare 
infinitezimală dx este kx dx. Energia potențială din arc, acumulată când un capăt 


x 
; ; 5 l 4 
al acestuia este deplasat pe o distanță x, este U = ] k x dx = she. Presupunând o 
0 


mişcare armonică de forma x= Asino,t, energia potențială maximă este 


U 


max 


a My 
2 


ae sita z ; RE) . 
Energia cinetică este în orice moment T si cdi Viteza este 


i a eee ee 1 
v = A, cosa@,t , astfel că energia cinetică maximă este 7, = a a; A’. 
Egaland iil ime Uns = T, Iti kA? = mae A? d 
galând energiile maxime Upar = Tnax, rezultă Zi age e 


unde se obţine pulsatia proprie o, = > k/m , independentă de amplitudinea A . 


Exemplul 2.1 


Să se determine pulsatia proprie a oscilaţiilor fluidului într-un tub în formă 
de U (fig. 2.5). 


Rezolvare. Fie / lungimea totală a coloanei de fluid, A - aria secţiunii 
transversale a tubului şi p - densitatea fluidului. 


Presupunând că particulele de fluid au aceeaşi viteză în orice moment, 
a ; 1 ; ya Tis 
energia cinetică are expresia T = A pALlă?. Dacă fluidul oscilează în tub, lucrul 


mecanic efectuat este acelaşi ca şi când o coloană de fluid de lungime x ar fi 
transferată din partea stângă în partea dreaptă a tubului, lăsând restul fluidului 
nemişcat. 
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Energia potenţială instantanee este U = g 9 Ax’. Înlocuind expresiile celor 

două energii în condiţia ca variația în timp a energiei totale să fie nulă 
d 
dt 


şi simplificând cu x , se obţine ecuaţia diferenţială a mişcării fluidului 


(T+U)=0 


Agere wii 
4 


Pulsatia proprie 
O, = 28// 


este independentă de natura fluidului utilizat, de forma şi aria secțiunii transversale 
a tubului. 


2.1.5 Metoda lui Rayleigh 


Metoda lui Rayleigh este o aplicaţie a metodei energetice la sisteme cu 
masă/elasticitate distribuită. Metoda este utilizată pentru a reduce un sistem cu 
parametri distribuiţi la un sistem echivalent masă-arc şi pentru a determina pulsatia 
proprie fundamentală a acestuia. 


Energiile cinetică şi potenţială se calculează presupunând orice formă 
deformată care satisface condiţiile la limită geometrice. Dacă se alege deformata 
reală sistemului, atunci formula lui Rayleigh va da pulsatia proprie adevărată a 
sistemului. Pentru orice altă curbă, pulsatia dată de această metodă va fi mai mare 
decât cea corectă. Aceasta se explică prin faptul că orice deviatie de la curba 
adevărată implică nişte constrângeri suplimentare, deci o rigiditate mai mare şi o 
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pulsatie mai înaltă. În continuare, metoda lui Rayleigh este aplicată vibratiilor de 
încovoiere ale barelor. 


Fie o bară cu modulul de rigiditate la încovoiere EJ (unde E este modulul 


de elasticitate longitudinal şi 7 este momentul de inerție axial al secțiunii 
transversale) şi masa pe unitatea de lungime pA (unde p este densitatea 


materialului şi A este aria secțiunii transversale). Se presupune că deplasarea 
laterală este armonică, cu frecvenţa @,, sincronă în toate punctele în lungul barei 


y(x, t)= v(x) COS @,t. 


Energia potentiala instantanee este 


M’dx _1 ayy 
U= = | EI| 2 ay 
2EI 2 Ax? 
unde s-a utilizat ecuaţia diferenţială liniarizată (4.65) a liniei elastice a barei 
M = E1(02y/2x2). 


Valoarea sa maximă este 


1 an) 
Uma | E7 2? | ax. 
2 Ox? 


Energia cinetică instantanee este 
iffayy, 1 
Y 2 2 
2 J | ôt | AP J 


Tnax = roi | pAv dx. 


cu valoarea maximă 


Egalând energia potențială maximă cu energia cinetică maximă, se obține 
formula lui Rayleigh pentru pulsatia proprie fundamentală 


„| er (6?o/o2 ax 
of = . 


(2.19) 
fo Avdx 


Exemplul 2.2 


Să se determine pulsatia proprie fundamentală a barei în consolă din fig. 
2.6. 
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Rezolvare. Se alege forma deformată aproximativă 


TX 
v=29{1-cos 25), 


Această funcție satisface condițiile la limită x=0, v=0, dv/dx=0, şi 


x=, d°v/dx? =0, însă nu satisface condiția x=/, Bo/dx? =0 (forta 
taietoare nula), deci este o functie admisibila aproximativa. 


Fig. 2.6 


Energia potențială maxima este U,,,,=—-— Vvo. Energia cinetică 


; A 
maxima este Tax =p40 v3 £ (2-2) sau Isa = roi vo (0,23. 


Egalând cele două energii, se obţine pulsatia proprie fundamentală (in 


3,6638 {EL 
i = 2 = as 
£ pa 


: 15 JEI : ; 
Soluția adevărată (5.16) este o, = i ae deci valoarea obținută cu 
Vp 


rad/s) 


g? 
formula lui Rayleigh este cu 4 % mai mare. 


Dacă funcția admisibilă se alege deformata statică a barei în consolă 
acționată de o forță aplicată la capăt, la care se neglijează greutatea proprie 


energia potențială maximă este Umax = 3300 E v ŞI energia cinetică 


maximă este Tax -1 (Eau ve = ae lo 12%) ? 


Egalând cele două energii, pulsatia proprie fundamentală dată de formula 
lui Rayleigh este 
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EIB (= Bee EL 
mee [a Meg 


care este numai cu 1,47 % mai mare decât valoarea adevărată (5.16). 


Relația de mai sus arată că, pentru deformata aproximativă considerată, 
bara cu masă uniform distribuită are aceeaşi pulsatie proprie ca o bară fără masă 
distribuită dar cu o masă concentrată (33/140)p47 în capătul liber. Aceasta se 


numeşte masa redusă a barei. 


Exemplul 2.3 


Să se determine pulsatia proprie fundamentală a barei libere la capete din 
fig. 2.7. 


| 7 


Fig. 2.7 


Rezolvare. Se alege deformata aproximativă de forma 
. TX 
V = Vo SIN y =. 


Constanta a trebuie determinată din condiţia de conservare a cantității de 
mişcare pentru bara liberă la capete 


[ [ [ 
f (iteza)-a( masa) = [i ov )(p Adx)= op Al odx = 0, 
0 0 0 


de unde rezultă a=2v 9/7. 


Utilizând forma deformată 


[si TX 2) 
Vv =U, | sin—-——], 
L om 


din ecuatia (2.19) se obtine pulsatia proprie fundamentala a barei 


22,6 EI 
m p4 


O = 
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Valoarea adevărată (5.21, a) este o, = Za E deci discrepanta este 
4 P 


doar 0,9 %. 


2.2 Vibratii fortate neamortizate 


Vibratiile forțate sunt produse de forte exterioare variabile în timp sau 
deplasări impuse. Dacă asupra masei acționează o forță armonică de amplitudine 
constantă şi frecvență variabilă, atunci când frecvența excitatoare se apropie de 
frecvența proprie a sistemului, deplasarea masei creşte nelimitat. Această condiție 
se numeşte rezonanță şi este caracterizată de vibrații puternice. La sisteme 
neamortizate, frecvențele de rezonanță sunt egale cu frecvențele proprii ale 
sistemului şi, în majoritatea cazurilor, funcționarea la rezonanță trebuie evitată. La 
sisteme amortizate, răspunsul la rezonanță are amplitudine finită. 


Un leagăn împins la anumite intervale efectuează oscilaţii la rezonanță. 
Funcționarea utilajelor de compactare a terenului şi a betonului, a transportoarelor 
oscilante, a uneltelor şi a ciururilor vibratoare este adesea bazată pe rezonanță. 
Totuşi principala problemă cu rezonanţa este legată de efectele dăunătoare ale 
acesteia. Funcționarea la rezonanță implică deplasări şi tensiuni mari, care produc 
oboseală şi ruperi, efecte nocive sau disconfort utilizatorilor, şi o descreştere a 
preciziei produselor. Zgomotul produs de o maşină casnică sau de un subansamblu 
al unui automobil poate fi o piedică în vânzarea acestora. 


Dacă forța armonică este aplicată arcului, deplasarea punctului de excitație 
descreşte la zero la frecvenţa proprie a sistemului. Această condiţie se numeşte 
antirezonanță. În general, aceasta este o proprietate locală, dependentă de punctul 
de aplicație a excitatiei. 


2.2.1 Excitarea masei cu o forţă arbitrară 


Fie forţa F(7) cu o variaţie arbitrară în timp (fig. 2.8). 


În intervalul de timp infinitezimal dz, forța F (7) poate fi considerată 
constantă. Suprafaţa haşurată reprezintă un impuls infinitezimal F (r)dz care 
produce o variație de viteză 

. Fir)dr 
TRAUS 
m 

Răspunsul masei m produs de impulsul diferențial, de-a lungul întregii 

istorii de solicitare pentru ¢ > 7 , este 
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gg EM iig, (t-r), (2.20) 


m On 
şi poate fi dedus din (2.6) considerând că la t=r , deplasarea xy =0 şi viteza 
V9 = dx . 

Se poate considera că întreaga istorie de solicitare constă dintr-o 
succesiune de astfel de impulsuri infinitezimale, fiecare producând un răspuns 
diferențial de forma (2.20). 


FØ 


Fig. 2.8 


Pentru un sistem liniar, răspunsul total se poate obține însumând toate 
răspunsurile diferențiale produse în timpul istoriei de solicitare, deci integrând 
expresia (2.20) după cum urmează 


x()-—— | Fe) sin o, (t—r) dr. (2.21) 
0 


n 


Relaţia (2.21) este cunoscută sub numele de integrala lui Duhamel pentru 
un sistem neamortizat. 


2.2.2 Excitarea masei cu o forţă armonică 


Sistemul masa-arc din fig. 2.9, a este excitat de o forță armonică 
f (t)= Fycos@t de amplitudine constantă Fp şi pulsatie perturbatoare @, aplicată 
masei. 


Pe baza diagramei forțelor din fig. 2.9, b, se scrie legea a doua a lui 
Newton 


mă = —kx+ Foycosot, 


care devine ecuaţia diferenţială a mişcării 
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mă+ kx = Focosot. (2.22) 
Soluţia generală a ecuaţiei liniare neomogene (2.22) este suma soluţiei 
(2.3) a ecuaţiei cu membrul drept zero şi a soluţiei particulare. În regim staționar, 
soluția particulară se alege de aceeaşi formă ca excitatia 
xp(7)= X cosor, (2.23) 


unde X este amplitudinea răspunsului forțat. 


F, cos wt 


E cos wt 
m 
T 
m 
k Ea 


kx 


Fig. 2.9 


Înlocuind soluţia particulară (2.23), ecuația (2.22) devine 
—ma2X cost +k X cost = Focosot, 


în care se poate simplifica cost, rezultând 


(k-ma? )x= Fy. 


Fo Fo / k X st 


sau X =——~ = =. (2.24) 
k-mo?  l-mo?/k 1-(@/o,)? 
În expresia (2.24) 
F 
Xy = A (2.25) 


este săgeata statică a arcului produsă de forța (constantă) F, iar o, = k/m este 
pulsatia proprie neamortizată (2.4). 


La pulsatii @ # @,, soluția generală a ecuației (2.22) este 
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x(t)=C, sina, t+ C cos @,t+—* cos@t. (2.26) 
1-(o/a,) 


Fiind suma a două componente armonice de pulsatii diferite, soluţia (2.26) 
nu reprezintă o mişcare armonică. 


Dacă deplasarea iniţială este x, şi viteza iniţială este V), atunci din 


ecuaţia (2.26) se obține 


x(0)=6, +— sia, x(0)= Co, = o, 
[= (o/ O, ) 

deci răspunsul total este 

Xs 


I-(0/0,)” 


x(t)= 2o sin@,t + E — 


| cosa, + = coswt. (2.27) 
On 


l= (o/0,) á 
UE (cos wt —cos@,t). (2.28) 


2.2.3 Batai 


Diferenta cosinusurilor din relatia (2.28) se poate exprima sub forma de 


produs 
2X ; 
x(t)= + sin ot sinAot, (2.29) 
t- (o/0,) 
unde 
O, +O . O,- 0 
O, = 1 Ao = . 
i 2 2 


Atunci când A devine foarte mic, deoarece @,, este relativ mare, 


produsul din expresia (2.29) reprezintă o oscilație modulată în amplitudine. 
Mişcarea armonică cu pulsatia mai mare @, este modulată în amplitudine de 


mişcarea armonică cu pulsatie mai joasă Aæ (fig. 2.10). Mişcarea rezultantă, care 
este o oscilație rapidă cu amplitudinea variabilă lent, este cunoscută sub numele de 
bătăi. 


Terminologia derivă din acustică. Când două coarde de pian pentru aceeaşi 
notă sunt puţin dezacordate, se aude un sunet a cărui intensitate creşte şi scade 
periodic (bătăi). Bătăile dispar când corzile sunt acordate la unison, şi se aude o 
singură frecvenţă. 
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x | 


Fig. 2.10 


Bătăile se pot auzi într-un avion bimotor, când cele două motoare au turatii 
putin diferite. Ele apar in centrale electrice la pornirea unui generator. Putin înainte 
de conectarea generatorului la reţea, frecvenţa curentului produs de generator este 
putin diferită de frecvenţa rețelei. Zgomotul produs de generator şi zgomotele 
produse de celelalte generatoare şi transformatoare au înălțimi diferite şi se pot auzi 
bătăile. 


2.2.4 Curbe de răspuns în frecvență 


Este interesant de examinat în detaliu dependența de frecvență a 
amplitudinii răspunsului staționar 


a ao (2.30) 


I-(o/o,) 

Valoarea absolută a coeficientului lui X,, în membrul drept al relaţiei 
(2.30) se numeşte factor de amplificare dinamic. 

În fig. 2.11, a s-a reprezentat variația amplitudinii X în funcţie de pulsatia 
excitatoare @. La pulsatii @<q@,, ordonatele sunt pozitive, forța şi deplasarea 
masei sunt în fază, in timp ce la pulsatii w >, ordonatele sunt negative, forţa şi 
deplasarea masei sunt defazate 180° (fig. 2.11, b). In timp ce pentru o < @, masa 


este sub poziţia de echilibru static când forța acţionează în jos, pentru œ > o, masa 
este deasupra poziţiei de echilibru când forța acţionează în jos. 
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X [] 
Fy =const. 
Xa A 
w 
0 e—a 
IXI} 
Lp =const. 
Xat 
0 On w 
a c 


Fig. 2.11 


Deobicei relația de fază interesează mai puțin, iar curba de rezonanță este 
prezentată ca în fig. 2.11, c cu modulul amplitudinii pe axa ordonatelor. Această 
diagramă este denumită curba de răspuns în frecvență. 


2.2.5 Rezonanta 


La @/@,=1, cand pulsatia perturbatoare coincide cu pulsatia proprie a 
sistemului, amplitudinea devine infinită (deoarece sistemul este neamortizat). Acest 


x? 


fenomen este numit “rezonanță”, iar pulsatia proprie este uneori numită “pulsatia 
de rezonanţă”. 
Atunci când @=@, forța elastică şi forța de inerție se echilibrează 


reciproc iar forța excitatoare produce creşterea nelimitată a amplitudinii mişcării 
sistemului neamortizat. Sistemele amortizate au amplitudini finite la rezonanță iar 


defazajul între forţă şi deplasare este 90° (fig. 2.28). 


Se consideră cazul în care, pornind din repaus, sistemul masă-arc este 
solicitat de o forță Fycoso,f, unde @, este pulsatia proprie. Atunci când o 
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devine exact egal cu @,, soluția (2.27) nu mai este valabilă. Inlocuind 
F(t) =F) cosq@, 7 în ecuaţia (2.21) se obține 


t 


x(t)= Fo [ cos, 7 sina, (t—r)dr, 
MO, x 


t t 


F, ; 2 4 
x(t)=—©“] sin o, cos", T dr-coso,t | coso,r sino,rdr|, 
n n n n n 
mo, o i 


T 
v) sin o, £. (2.31) 
n 


Astfel, atunci când este excitat la rezonanță, amplitudinea sistemului 
neamortizat creşte liniar în timp. Deoarece excitatia este o funcţie cosinus iar 


răspunsul este o funcţie sinus, între ele există un defazaj de 90°. 


Vo F : 
x(t)=—° sin a, t+ x9 cos @,t+— t sino,t. (2.32) 


On mo, 


Variația în timp a deplasării la rezonanță x(t) este prezentata in fig. 2.12 


pentru conditii initiale nule. Se observa ca x(t) creste nelimitat, dar aceasta 
creştere nu este instantanee ci necesită un anumit timp, funcţie de masa şi 


rigiditatea sistemului. 
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2.2.6 Trecerea prin rezonanţă 


Pentru majoritatea sistemelor vibratoare, valoarea staționară a amplitudinii 
deplasării se atinge relativ repede, viteza cu care se realizează contând mai putin. 


Totuşi, atunci când un sistem vibrator este accelerat prin rezonanță, deci 
când frecvenţa excitatoare este baleiată cu o anumită viteză £ = do/dr, nu mai este 


timp suficient pentru atingerea valorii staţionare a deplasării şi amplitudinea la 
rezonanţă este finită chiar în cazul sistemelor neamortizate. Astfel, la trecerea prin 
rezonanță, interesează răspunsul la o forță cu frecvenţă variabilă. 


În acest caz, înfăşurătoarea răspunsului are un maxim ca un vârf de 
rezonanţă, uneori urmat de bătăi. Dacă frecvenţa excitatoare creşte (fig. 2.13), 
atunci frecvenţa la care apare răspunsul maxim este mai mare decât cea obţinută în 
condiţii staţionare, amplitudinea maximă este mai mică şi lățimea curbei de 
rezonanță este mai mare. Dacă frecvenţa excitatoare scade, frecvenţa la care apare 
răspunsul maxim este mai mică decât cea obţinută în condiţii staţionare. În fig. 


ae elk | 
2.13, forta are o variatie f(t) =Fo sin( že fede z) cu £ = const. 


ID, 
PE ESENTE aa ea a 
Í 
x(p! ĉi 


Fig. 2.13 


Efectul vitezei de baleiaj depinde de amortizarea din sistem. Cu cât 
amortizarea este mai mică, cu atât este necesar mai mult timp pentru atingerea 
nivelului staționar al răspunsului. Figura 2.13 este trasată pentru amortizare nulă. 


2.2.7 Rezonanta cu amplitudine constantă a deplasării 


Rezonanta este o stare în care fie o deplasare maximă este produsă de o 
forță cu amplitudine constantă, fie o forță minimă este necesară pentru a menține o 
anumită deplasare constantă. 
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Când amplitudinea forței F este variabilă şi amplitudinea deplasării X, 


este menţinută constantă, relația (2.24) se poate scrie 


renl tela) |; (2.33) 


În fig. 2.14 se prezintă variația valorii absolute a forței în funcție de 
pulsatia excitatoare, pentru X, =const. Pentru un sistem neamortizat, forța 


aplicată la rezonanță este zero, deoarece forța elastică este echilibrată de forța de 
inerție. 


IF] 
kX, 
Xp > const. 

1 

l 

| 

Op o 
Fig. 2.14 


Rezonanta este o stare în care o excitație minimă este necesară pentru a 
produce un răspuns dinamic maxim. 


2.2.8 Excitatia cu mase excentrice în rotaţie 


În multe cazuri practice, vibraţiile apar sub acţiunea forțelor centrifuge 
produse de mase excentrice în rotaţie. Spre deosebire de forțele cu amplitudine 
constantă, considerate anterior, forțele produse de mase excentrice în rotație au 
amplitudini proporționale cu pătratul pulsației. Aceste forte au forma 


me" cosat, fiind proiecția verticală a forțelor centrifuge ce acționează asupra 
maselor m, / 2 în rotaţie cu viteza unghiulară @ şi excentricitatea e (fig. 2.15, a). 


Amplitudinea vibratiilor forțate produse de această forță se poate obține 
înlocuind F, cu m,e@” în relația (2.24). Rezultă 


meo’ =: mew jk = (o/o)? 


X= 


= ; 2.34 
k-mo? 1-(o/0,) "(ola wae 
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În expresia (2.34) m este masa totală în vibraţie care include şi masa m, . 


E 
e 
£ 
E 
E 

E 


BR x! 


e=const. 


nla 
E 
g 
Nala 
> 9% 
S 
Sy 


Fig. 2.15 


În fig. 2.15, b se prezintă variaţia valorii absolute a amplitudinii X din 
relația (2.34) în funcţie de pulsatia œ, pentru e = const. Diagrama porneşte de la 
zero, tinde la infinit la rezonanță şi descreşte la valoarea e la pulsatii înalte. 


2.2.9 Antirezonanta 


Fie sistemul masa-arc nerezemat din fig. 2.16, acţionat de o forță armonică 
aplicată la bază. Ecuațiile de mişcare au forma 


— mă» =k(x, —x,)= Fo cosat . 


Amplitudinea deplasarii punctului de aplicatie al fortei este 


_Fo k-mo _Fo 1-(0/0,)? 


X 
O k mò k (ojo) 


În cazul unei forte de amplitudine constantă Fy) = const. valoarea absolută 
a amplitudii deplasării are o valoare minimă egală cu zero la pulsatia proprie. 


Această condiţie este definită ca o antirezonanță, deoarece sistemul se 
comportă total diferit de rezonanță, unde amplitudinea este infinită. În general, 
antirezonanta are loc la o pulsatie la care o forță de amplitudine maximă produce 
un răspuns de amplitudine minimă. 


Spre deosebire de rezonanță, care este o proprietate globală a unui sistem 
în vibrație, independentă de poziția punctului de aplicație a excitaţiei, 
antirezonanta este o proprietate locală, care depinde de poziţia punctului de 
aplicaţie a excitatiei. 
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Xcosot 


m 
E: SA CAREI 


| Ecos ot 


log |X,| F =const. 


Fig. 2.16 


În absența amortizarii, pulsatia de antirezonanță a sistemului masă-are 
excitat la bază este aceeaşi ca pulsatia de rezonanţă a sistemului rezemat la bază şi 
excitat prin masă. Dacă se ataşează o a doua masă la bază, în punctul de aplicaţie al 
excitatiei, se obține un sistem masă-arc-masă al cărui răspuns în punctul de aplicare 
a excitatiei are pe lângă antirezonanta şi o rezonanţă. 


2.2.10 Transmisibilitatea 


Dacă la baza sistemului masă-arc se aplică o deplasare impusă (excitație 
cinematică) x, = X; cost, atunci mişcarea transmisă masei x, = X, cos@t 


este definită de raportul amplitudinilor 


Aa l 2.35 
a ea) aor 


Raportul TR=|X 2l /X | se numeşte transmisibilitate şi este reprezentat 


grafic în fig. 2.17 în funcţie de pulsatia adimensională w/a, . 


Pentru valori w/a, > V2, transmisibilitatea este subunitară (TR < 1) iar 
masa sistemului se spune că este izolată fata de mişcarea bazei. Izolarea vibratiilor 
este posibilă doar deasupra rezonantei, la pulsatii @ > J2o,. Elementul elastic 


dintre masă şi baza în vibraţie poate fi proiectat astfel încât să asigure un anumit 
grad de izolare, impunând o anumită valoare TR. Aceasta arată în ce măsură 
mişcarea masei izolate este redusă faţă de cazul în care masa ar fi montată direct pe 
baza vibrantă. 
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TR | z Ma cos øt 


k + cosøæt 


| 
0 1 v2 0/0, 


Fig. 2.17 


2.2.11 Turatia critică a rotorului Laval 


Fie rotorul din fig. 2.18, compus dintr-un disc rigid, dispus la mijlocul unui 
arbore de masă neglijabilă, rezemat la capete în lagăre rigide, denumit rotorul 
Laval. Centrul de greutate G al discului se află la o distanţă radială e de centrul său 
geometric C. Linia centrelor lagărelor intersectează planul discului în punctul O. 


Când arborele este rotit în jurul axei lagărelor, discul se roteşte în planul 
său în jurul centrului geometric C. Asupra discului acţionează o forță centrifuga 
m ro o’ , unde @ este viteza unghiulară de rotație, m este masa discului 
concentrată în G şi ro = OG. Această forță produce indoirea arborelui, despre 


care se spune că este într-o stare de dezechilibru. Arborele reacționează cu o forță 
de readucere elastică krç aplicată în C, unde k este rigiditatea arborelui măsurată 


în dreptul discului şi re = OC. 
Neglijând efectul greutății proprii şi al amortizării, discul este solicitat 
numai de aceste două forte. Pentru a fi în echilibru, cele două forte trebuie să fie 
coliniare, egale şi de sens contrar 
kre = mo (ro + e). 
Rezolvand în funcție de rç, se obţine 
2 5 
moe  e(o/o,) 
re = = 


 k-mo 1-(0/0,) 


(2.36) 


unde @, =./k/m este pulsatia proprie a vibratiilor transversale ale rotorului la 


viteză unghiulară nulă. 
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Această expresie reprezintă raza orbitei punctului C în precesie în jurul 
axei lagărelor cu viteza unghiulară @. Deoarece simultan discul se roteşte în jurul 
punctului C cu aceeaşi viteză unghiulară, mişcarea arborelui se numeşte precesie 
sincronă. 


Fig. 2.18 


Raza orbitei circulare a punctului G este 


rG = re +e= (2.37) 


=S 
1-(0/@,)? 

În fig. 2.19 se prezintă grafic variația razelor ro (linie continua) şi ro 
(linie întreruptă) în funcţie de viteza unghiulară o . 


oom 


Fig. 2.19 
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La o viteză unghiulară o, <0, sistemul se roteşte cu punctul G, in 
exteriorul punctului C}, în timp ce la viteze unghiulare o» >@, punctul G, se 
roteşte în interiorul punctului C, . La viteze unghiulare foarte mari, @ >> @,,, raza 


ro devine egală cu excentricitatea e, iar punctele O şi G coincid, discul având o 


precesie în jurul centrului său de greutate. 


La @=@,, razele ro şi ro cresc nelimitat. Turaţia n, =300,/7 se 


numeşte turatia critică a arborelui. Relaţiile (2.36) şi (2.37) arată că viteza 
unghiulară critică a arborelui este egală cu pulsatia proprie a vibratiilor de 
încovoiere ale rotorului. 

Variația bruscă a poziţiei relative a punctelor O, C şi G la turatia critică se 
variază, segmentul CG se roteşte continuu fata de OC, astfel încât “punctul cel mai 
îndepărtat” (“high spot”) nu mai coincide cu “punctul greu” (“heavy spot”). La 
turatia critică, unghiul între cele două segmente este 90° (v. $ 2.4.11). 


Deşi există o analogie evidentă între expresiile (2.36) şi (2.37) pe de o 
parte, şi răspunsul staționar al unui sistem liniar masă-arc (2.30) şi (2.34) pe de altă 
parte, mişcarea forțată a arborelui în rotaţie nu este o vibraţie propriu-zisă. În 
arbore nu apar tensiuni ciclice, acesta se incovoaie şi “îndoitura” este constantă la 
turație constantă. Deformatia de încovoiere este maximă atunci când viteza 
unghiulară este egală cu pulsatia vibratiilor de încovoiere ale arborelui pe care 
acesta le-ar efectua dacă nu s-ar roti şi ar executa doar vibrații laterale libere 
neamortizate. 


2.3 Vibratii libere amortizate 


În timpul vibratiilor, energia mecanică se disipează prin frecări sau alte 
rezistențe. În prezenţa amortizării, amplitudinea vibratiilor libere scade în timp iar 
pentru a menţine constantă amplitudinea vibratiilor trebuie aplicate forte exterioare. 
În general, disiparea de energie este denumită amortizare. Ea este produsă de 
frecarea internă în materiale, de frecarea între componentele unei structuri, de 
interacțiunile fluid-structură, de radiaţie şi de mişcarea în câmpuri electrice sau 
magnetice. 


Cel mai simplu mecanism de amortizare se datoreşte mişcării într-un 
mediu vâscos. Forța de amortizare vâscoasă este proporțională cu viteza. 
Experienţa a arătat că în structuri aeronautice disiparea de energie este mai bine 
reprezentată de amortizarea structurală. Amortizarea structurală sau histeretică 
este descrisă de o forță de amortizare în fază cu viteza dar proporţională cu 
deplasarea. Pentru a descrie mai bine comportarea unor sisteme vibratoare reale, s- 
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au imaginat mecanisme mai complicate de amortizare, cum ar fi amortizarea 
ereditară. 


2.3.1 Amortizarea vâscoasă 


Sistemul din fig. 2.20, a constă dintr-un arc liniar de rigiditate k, o masă m 
şi un amortizor vâscos. Forţa din amortizor este proporţională cu viteza şi de semn 
opus. Factorul de proportionalitate se numeşte coeficient de amortizare vâscoasă, 
c, având unităţi N/(m/s). 


Fig. 2.20 


În cazul vibratiilor libere, ecuaţia diferenţială a mişcării se obţine utilizând 
diagrama forţelor din fig. 2.20, b şi legea a doua a lui Newton 


mx=-cx-kx, 


care mai poate fi scrisa 


mă+cx+kx=0. (2.38) 
Presupunând soluţii de forma x = e“ , se obţine ecuaţia caracteristică 
c k 
s +s+ s0, (2.39) 
m m 
care are două rădăcini 
2 
c c k 
S1 2= E Ă (2.40) 
i 2m 2m m 


Soluţia generală pentru vibraţiile libere amortizate este 
x (2)= Ce! +C, e", (2.41) 
în care constantele de integrare se determină din condiţiile iniţiale ale mişcării. 


Ca o mărime de referință, se alege amortizarea critică definită de valoarea 
coeficientului c pentru care radicalul din expresia (2.40) este zero 
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Co k 
—— = — = On 3 
2m m 
sau Ce = 24 km =2ma, . (2.42) 


Amortizarea din sistem poate fi definită printr-o mărime adimensionala, 
egala cu raportul intre coeficientul de amortizare real si cel critic 


c=, (2.43) 


denumit raport de amortizare (sau fracțiune din amortizarea critică) 


Cu această notație, relaţia (2.40) devine 


s1.2=(-St¥ 0? -1 Jay. (2.44) 


In continuare se considera cele trei cazuri distincte pentru natura 
radacinilor (2.44), care pot fi reale diferite, complexe sau reale egale. 


Cazul I: Sistem amortizat subcritic, <1 


Pentru ¢ <1, expresia (2.44) se poate scrie 


soti 1-0? Joy. (2.45) 
Înlocuind rădăcinile (2.45) în soluţia (2.41) rezultă 
x(t)= ton (a ei 1-7 o, ee -iy 1-67 0, | 


sau, utilizând formula lui Euler e'/ = cosf +isinf , după transformări se obține 


(0) ae tei sin( 1-Ca,t+9). (2.46) 


Expresia (2.46) arată că mişcarea este oscilatorie cu amplitudine 


descrescătoare. Descreşterea amplitudinii în timp este proporţională cu ea, 
după cum se arată cu linii întrerupte în fig. 2.21. 


Pulsatia oscilatiei amortizate 
o = 1-6’ a, (2.47) 


este mai mica decât pulsatia proprie neamortizata @, $i se numeşte pulsatie 
proprie amortizată sau pseudopulsatie. Dacă C +1, o, tinde la zero şi mişcarea 
nu mai este oscilatorie. 
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Relaţia (2.44) se poate scrie 


unde 


o=Co, (2.49) 


este un factor de amortizare egal cu viteza de descrestere a amplitudinii (panta 
tangentei la înfăşurătoarea exponențială la t = 0), deci o constantă de atenuare. 


Fig. 221 


Se pot stabili următoarele relaţii 


2 On aaah +07. (2.50) 


N Gelt- Dont 
N 
`> 


S 


Fig. 2.22 
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Cazul II: Sistem amortizat supracritic, E >| 


Pentru ¢ > 1, înlocuind rădăcinile (2.44) în (2.41) rezultă 
Cty S-A Jont -6-4 2-1 jont 
‘eee i Ja al je ; 


Mişcarea nu mai este oscilatorie (Fig. 2.22) fiind denumită aperiodică. 


Fig. 2.23 


Cazul III: Sistem amortizat critic,  =1 


Amortizarea critică marchează tranziția de la mişcări oscilatorii la mişcări 
aperiodice. In acest caz limită, soluţia generală este 


x(t)= (Kea +C,t) e On! i 


Mişcarea este similară celei cu amortizare supracritică (fig. 2.23) dar 
revine la repaus în timpul cel mai scurt fără oscilaţii. Această proprietate este 
utilizată la aparatele electrice cu ac indicator, a căror parte mobilă este amortizată 
critic pentru a reveni cât mai repede pe valoarea măsurată. 


2.3.2 Decrementul logaritmic 


O modalitate de determinare a amortizării într-un sistem în vibraţie este 
măsurarea vitezei de descreştere a amplitudinii oscilaţiilor. Aceasta se exprimă 
convenabil prin decrementul logaritmic, definit ca logaritmul natural al raportului a 
două amplitudini succesive. În cazul amortizării vâscoase, acest raport este 
constant, indiferent de amplitudinile utilizate în calcul. 


Se consideră vibrograma unei vibrații amortizate (fig. 2.24), descrisă de 
expresia (2.46). 
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Fig. 2.24 


Sinusoida cu amplitudini descrescătoare este tangentă la înfăşurătoarea 
exponențială în puncte situate putin la dreapta punctelor cu valori extreme ale 
amplitudinii, unde funcţia sinus este egală cu 1. Întrucât această diferență este 
practic neglijabilă, raportul a două amplitudini succesive poate fi înlocuit cu 
raportul ordonatelor exponentialei calculate la distanţă de o perioadă de oscilație 


—Ca,t 
xy Aero" a tint; 
= > 


Xo ai Ae bn (tTa) 


unde perioada vibratiei amortizate este 


T,= 2i 2m 
AT = . 
@,y1-C? a 


Decrementul logaritmic este 


x 2T% 
6=In =o, T] =. 
X2 Alee 


Pentru ¢ <<1, decrementul logaritmic este aproximativ 6 = 274. 


(2.51) 


Uneori descresterea amplitudinii dupa un singur ciclu de oscilatie este prea 
mica pentru a fi măsurată corect si poate fi observată numai dupa n cicluri. 
Raportul amplitudinilor măsurat după n cicluri de oscilație este 


Xo _ Xo X1 X2 Xp- 
0_XoX nal = (ed a 9", 
Xn x XQ X3 Xn 


astfel încât decrementul logaritmic se poate calcula cu relația 


ELA (2.51, a) 


n Xa 
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Dacă amplitudinile succesive sunt reprezentate grafic în funcţie de indicele 
ciclului pe o scară logaritmică, punctele se vor înscrie în lungul unei linii dreapte 
dacă amortizarea este vâscoasă, aşa cum s-a presupus în ecuația (2.38). 


În practică, se trasează întâi înfăşurătoarele care trec prin punctele de 
amplitudine maximă, respectiv minimă (fig. 2.25, a). Se măsoară apoi distanța 
verticală între cele două înfăşurătoare, în dreptul punctelor de maxim şi minim ale 
vibrogramei. Aceste distanţe se reprezintă grafic pe o scară logaritmică în funcție 
de numărul de semicicluri de vibraţie, apoi prin punctele obținute se trasează o linie 
dreaptă (fig. 2.25, b). Panta acestei drepte este utilizată apoi pentru calculul 
raportului de amortizare. 


panta 


Raportul de amortizare = 


Semicicluri 


Fig. 2.25 


Pentru ¢ <<1, logaritmând relația (2.51, a) se obține 
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In x, =Inxp —26n-n, 


deci raportul de amortizare ( este egal cu panta dreptei împărțită la 2m (sau la 7, 
dacă se măsoară ordonatele maximelor şi minimelor ca în fig. 2.25). 


2.3.3 Factorul de pierderi 


O măsură convenabilă a amortizării este factorul de pierderi definit ca 
raportul între energia disipată într-un ciclu de vibraţie (sau energia ce trebuie 
suplinită sistemului pentru a menţine vibrații de amplitudine constantă) AU şi 
energia potențială maximă U, acumulată de sistem în ciclul respectiv 


_au 


> (2.52) 


4 


În general, factorul de pierderi depinde de frecvența şi amplitudinea 
vibratiilor, putând fi calculat şi pentru sisteme neliniare şi sisteme cu parametri 
dependenţi de frecvenţă. 


Dacă x, şi x, sunt două amplitudini consecutive într-o vibrație liberă 


amortizată, atunci energia acumulată în elementul elastic la aceste deplasări 
: 1 ; 1 : Bogan fe 
maxime este U, = 5 kx? , respectiv U, = A kx% . Pierderea de energie împărțită la 
energia inițială este 
2 


ieee = =l-e 7? 226 
U, U, X] 


unde 6 este decrementul logaritmic. Prin urmare, pentru amortizari mici, factorul 
de pierderi este aproximativ egal cu dublul decrementului logaritmic 


= 26. (2.52, a) 


2.4 Vibratii forțate amortizate 


În timpul vibratiilor forțate amortizate, răspunsul este defazat în urma 
excitatiei datorită disipării de energie prin amortizare. Răspunsul are amplitudine 


finită la rezonanţa de fază şi este defazat 90% în urma excitatieil. Amplitudinea 
mişcării la rezonanţă este dependentă de amortizare iar lăţimea curbei de rezonanță 
este direct proporțională cu amortizarea din sistem. În cazul vibratiilor armonice, 
diagrama deplasare-forta este o buclă de histerezis închisă, care pentru sisteme cu 
amortizare vâscoasă este o elipsă a cărei suprafaţă este o măsură a energiei disipate 
prin amortizare. 
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2.4.1 Vibratii staţionare cu amortizare vâscoasă 


Se consideră sistemul masă-arc-amortizor fixat la bază, solicitat de o forță 
armonică Fy cos@t aplicată masei (fig. 2.26, a). 


F cos wt 
F, cos wt 
i 
kx cx 
a b 
Fig. 2.26 


Pe baza diagramei forțelor din fig. 2.26, b ecuaţia diferenţială a mişcării se 
poate scrie sub forma 


mxX+cx+kx=Fycosat. (2.53) 


Solutia completa a ecuatiei (2.53) consta din suma solutiei (2.46) a ecuatiei 
omogene (2.38) şi o soluţie particulară care are forma funcţiei excitatiei din 
membrul drept. 


Datorită amortizării, soluția omogenă se anulează în scurt timp, rămânând 
doar soluţia particulară care descrie o mişcare armonică având aceeaşi frecvenţă ca 
forța excitatoare şi un defazaj față de aceasta 


x (t)=X cos (or-9). (2.54) 


Amplitudinea deplasării X şi defazajul ø dintre deplasare şi forță se obțin 
înlocuind soluția (2.54) în ecuația (2.53). 


Deplasând toţi termenii în membrul drept, se obține 
2 : = 
ma’ X cos(ot —p)+ co Xsin(ot-p)-k X cos(or—p)+ Fy cosor=0. 


Termenii din ecuaţia de mai sus reprezintă proiecţii ale vectorilor forță pe o 
axă (orizontală) rotită cu unghiul wt fata de vectorul forţei excitatoare (fig. 2.27). 


Vectorul forței Fo este rotit cu un unghi g înaintea vectorului deplasare 


X . Forţa elastică kX are sens opus deplasării, în timp ce forța de inerție mo X 
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este în fază cu deplasarea. Forţa de amortizare co X este rotită cu 90° faţă de 
forța elastică. În timpul vibratiei, vectorii au poziţii relative fixe şi se rotesc 
împreună cu viteza unghiulară œ în sens trigonometric. Diagrama vectorilor 
rotitori (fazori) din fig. 2.27 este trasată pentru o pulsatie excitatoare inferioară 
pulsatiei de rezonanţă. 


Fig. 2.27 


Însumând proiecţiile vectorilor pe direcția deplasării şi pe direcţia 
perpendiculară pe aceasta, se obțin ecuaţiile de echilibru dinamic 


kX —mo’X = Fy cos, coă =Fysing. (2.55) 
O componentă a forței excitatoare echilibrează forța de amortizare în timp 


ce cealaltă componentă este necesară pentru echilibrarea forței reactive, egală cu 
diferenţa între forţa elastică şi forța de inerție. 


Rezolvând pentru X şi g se obține amplitudinea vibratiilor forțate 


Fo X st i (2.56) 


Gane e ico ea 


şi tangenta unghiului de fază 


__ c@ _ 2o/o, 2.57 
P Em loja) re 


unde 


o, =Jk/m şi C=c/2Jfkm. 


Amplitudinea adimensionala şi unghiul de fază sunt reprezentate grafic in 
fig. 2.28 pentru Fy = const. şi câteva valori are raportului de amortizare ģ . 
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Diagramele amplitudine-frecventa se numesc curbe de rezonanță sau curbe 


de răspuns în frecvenţă. O astfel de curbă începe din punctul de ordonată X,,,, 


atinge valoarea maximă la pulsatia de rezonanță, descreşte trecând prin valorile 
corespunzătoare pulsaţiei proprii amortizate (2.47) şi pulsatiei proprii neamortizate 
(2.4), tinzând asimptotic spre zero odată cu creşterea pulsaţiei. 


A 


X 
As 


Fig. 2.28 


Unghiul de fază dintre forța excitatoare şi deplasare variază de la zero, la 
pulsatie nulă, devine 90° la pulsatia proprie neamortizata, apoi tinde asimptotic la 
180° pe măsura creşterii pulsatiei. La amortizări reduse, se observă o variaţie 
rapidă a defazajului la trecerea prin pulsatia proprie. 


In cazul amortizării subcritice, curba răspunsului în frecvență (fig. 2.28, a) 
are un vârf de rezonanță, care se spune că apare la frecvența (pulsatia) de 
rezonanţă. Pentru valori ¢ > 0,707, vârful de rezonanță este complet aplatisat. 
Sistemele amortizate supracritic nu au rezonanţe. 


x e 


Este important de notat că “rezonanța amplitudinii” este definită la pulsatia 


2 . v 
„=@,Ņ 1—26 la care apare valoarea maximă X mpa = — == a 


răspunsului staționar. 
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Prin definiţie, “rezonanţa fazei” apare la pulsatia proprie neamortizata 
X st 


DE 


@= ©, (când defazajul este 90°) la care amplitudinea deplasării este X, = 


Pentru valori mici ale amortizarii cele două rezonanţe coincid. 


n Forța 


J excitatoare 


Deplasarea 


Forța elastică 


KX 


Forţa de 


amortizare 2 


maxX 


Forța de inerție 


Fig. 2.29 


Diagrama vectorială a forțelor la rezonanța de fază este prezentată în fig. 
2.29. Forța elastică echilibrează forța de inerție a masei, iar forța excitatoare 
compensează doar forța de amortizare. Între masă şi arc are loc un schimb continuu 
de energie cinetică şi potențială. Forţa exterioară ce trebuie aplicată pentru a 
menţine sistemul în vibraţie staționară este cea necesară pentru a suplini energia 
disipată prin amortizare. 


La rezonanță, energia reactivă (din arc şi masă) este zero iar energia activa 
(efectiv disipată) este maximă. Din acest motiv la rezonanţă este necesară o forță 
minimă pentru a menţine o anumită amplitudine a deplasării. Pe o diagramă a 
rigiditatii dinamice (forța necesară pentru a produce o deplasare egală cu unitatea 
în punctul de aplicaţie) în funcție de pulsatia excitatoare, rezonanţa este marcată de 
un minim (ca în fig. 2.14). 


2.4.2 Diagrama deplasare-forta 


Se consideră (pentru simplificarea prezentării) deplasarea armonică în 
regim staționar de forma 


x(7)= X cos ot, (2.58) 


defazată cu un unghi @ fata de forța excitatoare aplicată masei 


f(t)=Fy cos (wt +9). (2.59) 
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Relaţiile (2.58) şi (2.59) sunt ecuaţiile parametrice ale unei elipse. 
Eliminând timpul între cele două expresii rezultă 
2 2 
Lod pe ai aon yy. (2.60) 
X? F XF 


Diagrama deplasare-forta este o buclă de histerezis de formă eliptică (fig. 
2.30), parcursă în sens trigonometric. 


Fig. 2.30 


Aria suprafeței acestei elipse este o măsură a energiei disipate într-un ciclu 
de vibrație. Aceasta este egală cu lucrul mecanic efectuat de forța (2.59) pe 
deplasarea (2.58) 

2a/o d 27 
Wa =| fdx= | fT at=-X Fy Í cos(or+ p)sin ot d(at), 
0 0 


W,=nFy)X sing. 
Utilizand a doua ecuatie (2.55), expresia de mai sus devine 
W, =ncoX?. (2.61) 
Pentru a produce lucru mecanic, forța de amortizare fy = —cx =@X sin ot 
trebuie să fie defazată cu 90° față de deplasarea x(t) =Xcos ot. 


Daca deplasarea şi forța sunt măsurate cu traductoare de vibrații si 
semnalele acestora sunt aplicate pe plăcile de deflectie ale unui osciloscop 
(deplasarea în ordonată şi forța in abscisă) imaginea obținută pe ecran este o figură 
Lissajous. La frecvențe joase figura este o linie dreaptă, a cărei pantă depinde de 
raportul amplitudinilor celor două semnale (fig. 2.31, a). Pe măsura creşterii 
pulsatiei, linia dreaptă devine o elipsă (fig. 2.31, b) a cărei semiaxă mare creşte cu 
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pulsatia. La pulsatia proprie neamortizata (fig. 2.31, c) semiaxa mare a elipsei este 
verticală şi de amplitudine mare. La creşterea în continuare a pulsatiei, semiaxa 
mare continuă să se rotească dar descreşte în amplitudine (fig. 2.31, d). Lăţimea 
elipsei descreşte până când, la pulsatii mult deasupra rezonantei, elipsa 
degenerează din nou într-o linie dreaptă aproape paralelă cu axa orizontală (fig. 
2.31, e). 


Fig. 2.31 


g 0 A 
La rezonanţa fazei, o=0,, p=90 , Xes =Fy/2Ck, semiaxa mare a 
elipsei este verticală iar energia disipată prin amortizare este 


Wy =n FOX =0CO, X? (2.62) 


res * 


Energia disipată într-un ciclu de vibrație prin amortizare vâscoasă este 
proporțională cu pulsatia excitatoare (ec. 2.61). 


2.4.3 Amortizarea structurală 


Experiente cu structuri aeronautice şi diferite materiale arată că energia 
disipată într-un ciclu de vibrație este independentă de pulsatie şi proporţională cu 
pătratul amplitudinii deplasării. Valorile amortizării în structuri inginereşti sunt 
relativ mici chiar la frecvențe de rezonanță înalte (de ordinul ¢ = 0,02 — 0,05). De 
asemenea, dacă toată amortizarea ar fi vâscoasă, atunci clopotele mici, care produc 
sunete înalte, ar reacționa la lovire cu un sunet înfundat, în locul unui clinchet. De 
aici rezultă că amortizarea vâscoasă, adoptată initial datorită simplităţii 
matematice, trebuie înlocuită printr-un model în care energia disipată prin 
amortizare este independentă de frecvență. Acest tip de amortizare se numeşte 
amortizare structurală sau histeretică. 
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Utilizarea termenului amortizare “histeretică” este nepotrivită, deoarece 
toate mecanismele de amortizare conduc la o buclă de histerezis. De aceea în 
continuare se preferă termenul amortizare “structurală”. Acesta implică o forță de 
sens opus care este în fază cu viteza însă, spre deosebire de amortizarea vâscoasă, 
are o amplitudine care nu este proporțională cu viteza ci cu deplasarea. 
Coeficientul de amortizare este invers proportional cu pulsatia, astfel că forța de 
amortizare este —hx/@ (în loc de —cx ). Ecuația (2.53) devine 


ine Ere e (2.63) 
o 


unde h este un coeficient de amortizare structurală. Includerea pulsatiei œ in 
coeficientul vitezei x implică faptul că soluțiile sunt valabile numai la această 


pulsatie. Ecuația de mişcare se mai poate scrie utilizând o rigiditate complexă 
k” =k +ih (fiindcă s-a pus condiţia de a avea o soluție armonică), sub forma 
mă + (k+ih)x = Foe. (2.64) 
Deoarece c este înlocuit prin h/@, energia disipată pe ciclu este 
W,=nhX", (2.65) 
fiind independenta de pulsatie. 
Expresiile (2.56) şi (2.57) devin 
Fo X e 


| (k—mo?)? +0? BN | PTR oe 


h g 
tgo = = 5 (2.67) 
k-mo? 1-(0/0,) 


X= 


unde g=h /k este factorul de amortizare structurală. 


2.4.4 Metoda punctelor de semi-putere 


Curba de rezonanţă a sistemului masă-arc-amortizor poate fi utilizată 
pentru determinarea raportului de amortizare (fig. 2.32). 


st 


La w=@,, amplitudinea la rezonanţă este Xo, = . Pentru valori mici 


ale amortizării, vârful M coincide cu punctul care marchează rezonanța fazei. 
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Punctele B şi C, de ordonată (/2 /2)x rez Se numesc punctele de semi- 
putere. Aceasta deoarece patratul amplitudinii este (1/ 2)X ZA „ deci puterea disipată 
prin amortizare la pulsaţiile acestor puncte @, şi o», este jumătate din puterea 


disipată la rezonanţă. 


Fig. 2.32 


Înlocuind în expresia (2.56) se obţine 


(2) : 
2020) I (1-(@/a,)°) +2¢0/0,)? 
de unde rezultă ecuaţia 
(w/e,)*—2 (1-2¢2) (@/e,) +(1-8¢2)=0. 
Solutiile ecuatiei sunt pulsatiile de semi-putere 


(o/o,)?, =(1-2¢2)t2¢J14+2, 


care pentru amortizari mici ¢ <<1 pot fi aproximate prin 


> 


GAR =1+2¢. 
Notand 


a =@,(1-26), œ zo (1+26), 


se obtine 
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o3 -01 
w5 +o 
sau 
+ A, 
Dia ee su ca îs e aaa 
202 O, 2o, o 
deci raportul de amortizare este dat de expresia 
Ao 
=—., (2.69) 
20 


în care Aw = o» — a, este lăţimea de banda a curbei de rezonanță. 


Pe baza formei curbei de rezonanţă determinate experimental este dificil de 
stabilit dacă amortizarea este într-adevăr de tip vâscos. Dacă se consideră un singur 
grad de libertate şi mişcarea este armonică, atunci este convenabilă utilizarea 
conceptului de “amortizare vâscoasă echivalentă”. În acest caz, coeficientul de 
amortizare vâscoasă are o astfel de valoare încât energia disipată într-un ciclu de 
deplasare armonică cu o anumită amplitudine şi frecvență, este aceeaşi ca cea 
disipată prin mecanismul real de amortizare, în acelaşi ciclu de deplasare. În relaţia 
(2.43) coeficientul c este atunci coeficientul de amortizare vâscoasă echivalentă. 


2.4.5 Metoda masei adiţionale 


În vecinătatea unei rezonanțe izolate, comportarea unui sistem vibrator 
oarecare se aseamănă răspunsului unui sistem cu un grad de libertate. Masa şi 
rigiditatea sistemului echivalent pot fi determinate experimental prin metoda masei 
adiționale. 


or 


Fig. 2.33 


Se trasează experimental două curbe de răspuns în frecvență, una pentru 
sistemul real, cealaltă pentru sistemul în care s-a adăugat o masă adițională 


50 VIBRAŢII MECANICE 


cunoscută m, (fig. 2.33). Pulsatiile proprii o şi @,. se determină în punctele cu 
amplitudine maximă a deplasării. 
Din relaţiile corepunzătoare (2.4) 
k=mo,,, (2.70) 
k=(m+m,)o?), (2.71) 
se poate obtine masa echivalenta 
m 


m= z =o ; (2.72) 
EAE 


apoi, din relația (2.70), rigiditatea echivalentă k. 


De notat că răspunsul la rezonanță al sistemului cu masa ataşată este mai 
mare deoarece pentru sistemul real 


Fy lh E [m 
ee DU co cVk 


iar pentru sistemul cu masa ataşată 


Fo 1 Fo Fo |m+mg 
X rez, T = = : 
k 20> CO n2 Cc k 


Dacă pulsatia de lucru este în vecinătatea valorii @,,, atunci amplitudinea 


nl 


răspunsului forțat al sistemului poate fi micşorată adăugând o masă m, . 


2.4.6 Rezolvarea prin algebra complexă 


In cazul excitatiei armonice, forța care acționează asupra masei sistemului 
din fig. 2.26 se poate scrie 


SE) = Foe", (2.73) 
astfel încât soluţia staționară (2.54) devine 
x(0= Fe", (2.74) 
unde 
X=Xe =X}+iX; (2.75) 


este amplitudinea complexa a deplasarii. 


În relația (2.75), X este modulul, @ este unghiul de fază, Xp este 


componenta reală (în fază) şi X; este componenta imaginară (în cuadratură) 
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Xp =X cos, X,=Xsing, (2.76) 


WS eX? iei = Xe) Xe (2.77) 


In cazul amortizarii structurale, ecuatia miscarii (2.63) devine 


ee! Lear et, (2.78) 
(42) 


Înlocuind (2.73) şi (2.74) în (2.78) se obţine 
(mo? +in+k)X = Fy. 
Amplitudinea complexă X are expresia 


h Aa (2.79) 


ce = | 
k = mo? +ih 1-(0/0,)+ig 


unde o, =4/k/m şi g =h/k, astfel încât 


XR = BULA Xs» X= 2 
li-(0/o,} | +2 Ioar +22 


X (2.80) 


Kos tg0 = — E. (2.81) 


l 
Xam i 2 
V-tora i] +2? ee) 


Eliminand pulsatia @ între expresiile componentelor Xp and X; rezultă 
2 
1 SE ie d 
XI +— Xa +ĂR = — X a . (2.82) 
2g 2g 


Acest cerc este locul geometric al vârfului vectorului deplasării în planul complex. 


2.4.7 Functiile răspunsului în frecvență 


După cum răspunsul este o deplasare, viteză sau accelerație, există mai 
multe funcții de răspuns în frecvență (FRF) definite ca rapoarte complexe 
raspuns/excitatie sau excitatie/raspuns. Următoarele definiții sunt aproape general 
acceptate şi chiar standardizate : 


deplasare / forță = receptanta, 
viteză / forță = mobilitate, 


acceleraţie / forță = acceleranta (inertanta), 
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forță / deplasare = rigiditate dinamică, 
forță / viteză = impedanta mecanică, 


forță / acceleraţie = masă aparentă. 


Fig. 2.34 


Datorită caracterului armonic al mărimilor considerate, aceste funcții 
conțin de fapt aceeaşi informaţie despre sistemul în vibraţie, putându-se stabili 
relații simple între ele. 
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În general, se folosesc trei tipuri de diagrame: 


a) diagrame Bode ale modulului FRF în funcţie de frecvenţă şi ale 
unghiului de fază al FRF în funcție de frecvenţă; 

b) diagrame ale părţii reale a FRF în funcţie de frecvență si ale părții 
imaginare a FRF în funcție de frecvenţă; 

c) diagrame Nyquist ale părții imaginare a FRF în funcție de partea reală a 
FRF, cu marcarea frecvenţei în lungul curbei. 

Pentru un sistem cu amortizare structurală, în fig. 2.34 se prezintă 
diagramele receptantei a = X /Fo pentru o valoare data a factorului de amortizare. 
Rezonanta apare în punctul M, iar punctele de semi-putere sunt notate B şi C. 

Diagrama Nyquist (fig. 2.34, e) este un cerc. Ea conține într-un singur 
grafic informaţia asupra amplitudinii şi unghiului de fază. In vecinătatea rezonantei 
scara frecvenţelor este ‘dilatata’, astfel încât răspunsul între punctele de semi- 
putere este reprezentat pe un semicerc, indiferent de nivelul amortizării. Scăderea 


amortizării duce la creşterea diametrului cercului (pentru aceeaşi scară a 
amplitudinii) şi la expandarea scării frecvenţelor. 


Rezonanta este indicată de maxime în diagramele œ (fig. 2.34, a) şi la zl 
(fig. 2.34, d), şi prin puncte de inflexiune (pantă maximă sau valoare maximă a 
derivatei în raport cu o’) în diagramele 0 (fig. 2.34, b) şi Æg (fig. 2.34, c). 
Vârful în diagrama lar] este mai ascuțit decât în diagrama œ. La rezonanţă, 
6 = —900 şi @p=0. În diagrama Nyquist (fig. 2.34, e), rezonanţa apare la 
intersecția cercului cu axa imaginară, în punctul unde viteza de variație a lungimii 


arcului de cerc în raport cu frecvența este maximă. Aceasta se bazează pe 
observaţia că derivata 


ds do | =i 15033 


dori) dela) Acrei v8" 


are o valoare maximă la rezonanţă. Dacă sistemul este excitat cu o forţă armonică 
iar receptanta este reprezentată grafic prin puncte, corespunzătoare unor creşteri 
egale ale pulsaţiei A, atunci lungimea arcului As între două puncte succesive 


este maximă la rezonanță. Această proprietate formează baza teoretică a metodei 
dezvoltate de Kennedy şi Pancu (1945) pentru localizarea rezonantei. 


Factorul de amortizare structurală se poate calcula cu relaţia (Broadbent şi 
Hartley, 1958) 
Z -2 
03-0 
——— (2.84) 
w3 +o 
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unde @, şi @, sunt pulsatiile punctelor de extrem din diagrama @ p (a) sau ale 
capetelor diametrului BC, trasat perpendicular pe OM, in diagrama Nyquist. 


Rigiditatea se poate calcula pe baza valorii receptantei a, la rezonanță 
11 1 


k = : 
g Q rez E X rez 


(2.85) 


Deoarece în planul complex viteza este defazată 90° înaintea deplasării şi 
accelerația este defazată 90° înaintea vitezei, diagramele Nyquist ale mobilității şi 
accelerantei sunt rotite 90° şi respectiv 180° in sens trigonometric fata de 
diagrama polara a receptantei. 

Diagrama Nyquist a mobilităţii M=iw@ X/Fọ =M,+iM,, care nu este un 
cerc, este prezentată in fig. 2.35, a, fiind descrisă de următoarea ecuaţie 


2 
MR 4 MRMr 2 


(2+?) g°km gkm 


0. 


Fig. 2.35 


Diagrama Nyquist a accelerantei 8 = — o X / Fy = r +i; este prezentată 
în fig. 2.35, b, fiind un cerc de ecuaţie 


i 4 1) 14g? 
GC =) A | 4¢°m? 
In ambele figuri s-au marcat punctele de semi-putere B si C, si punctul de 
amplitudine maxima a răspunsului R. 
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2.4.8 Diagrama polară a receptantei pentru amortizare vascoasa 


Receptanta este exprimată prin raportul între amplitudinea complexă a 
deplasării X şi amplitudinea forţei armonice Fy. Utilizând, în locul lui @ , notația 
generală pentru o funcţie de răspuns în frecvență H (io), în cazul amortizarii 
vâscoase se obține 


ic) enm ee SRR (2.86) 
Fo  k-mo tic œ, -o +i2oa, 


La sisteme cu amortizare vâscoasă, diagrama Nyquist a receptantei nu mai 
este un cerc, ceea ce constituie un dezavantaj la identificarea parametrilor 
sistemului. Totuşi, se poate arăta că aceasta poate fi descompusă în două cercuri. 


Relaţia (2.86) se poate scrie sub forma 


1/m 


ANA) eee er ra (2.87) 
unde sı 2 =-o+i@, (2.48) sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice (2.39). 
Relaţia (2.87) se poate scrie ca o sumă de fracţii parțiale 
1/m C, C» (2.88) 


(io -s io-s) iœ -s i@-s, 


Inmultind ambii membri ai relației (2.88) cu (io-s) şi calculând 


rezultatul pentru io = sı se obţine 


a II lim =C)+C,——— . 
(io-s) io=s, MU i@=s, 
Prin urmare 
C= l/m 1/m _ l/m 
s-s, (-o+io;)-(-c-ia,) i20, 
şi similar 
l/m 
120 


Il ee f : 
Extragand un factor constant ai din expresia lui C, si C,, expresia 
1 


(2.88) se poate scrie sub forma 
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H(io)=-—— eee (2.89) 
21 (ia —s,) 21 (ia —s2) 
unde steluța denotă conjugata complexă. 
În acest caz, reziduurile sunt pur reale 
„ Im 
R=R = id : (2.90) 
Oq 


La sisteme cu mai multe grade de libertate, acestea sunt complexe conjugate. 


Expresia (2.89) se poate scrie 


H(io)=— SA p A (2.91) 
oti (o-o) oti (o +04) 
unde 
dj dj stele d e, (2.92) 
2m, 
În continuare se va analiza diagrama Nyquist obţinută pe baza expresiei 
(2.91). 
Im 
O 


Fig. 2.36 


Pentru a trasa diagrama primului termen al sumei (2.91) 


ee 
oti(@-a,)’ 


(2.93) 


se considera intai diagrama corespunzatoare expresiei 
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1 


oti(a—a,) . (2.94) 


În planul complex, expresia (2.94) reprezintă un cerc (fig. 2.36, a) cu 
centrul in punctul (1/20,0) şi diametrul 1/0. În punctul M de amplitudine 


maximă, adică în punctul de intersecţie al cercului cu axa reală, pulsatia este @,, 


pulsatia proprie amortizata. Constanta de atenuare o este egală cu intervalul de 
frecvențe măsurat de la punctul M la punctele B şi C, ai căror vectori fac unghiuri 


de + 45% cu vectorul răspuns din punctul M. La frecvenţe negative, cercul este 
trasat cu linie întreruptă. 

În continuare se consideră efectul numărului imaginar U de la numărătorul 
expresiei (2.93). Înmulțirea cu acest număr imaginar produce o rotaţie de 90° a 
diagramei in sens orar si o dilatare sau contractie cu un factor 1/ 2mo, (fig. 2.36, 
b). Cercul rezultant se numeşte cercul cu pulsatii predominant pozitive. Centrul 
U| 1 1 
are ae l 


Porțiunea trasată cu linie întreruptă corespunde pulsatiilor negative. 


acestui cerc este în punctul (0,- | U/20 |) iar diametrul este 


Fig. 2.37 


Se consideră apoi al doilea termen al sumei (2.91) 


E a e ‘ (2.95) 
O +1 (o + Og) 
Diagrama polară a expresiei 
l (2.96) 


oti ( O + OJ ) 
este prezentată în fig. 2.37, a. 
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Expresia (2.95) reprezintă de asemenea un cerc (fig. 2.37, b), numit cercul 
cu pulsatii predominant negative. Acest cerc are acelaşi diametru cu cercul din fig. 


7 0a T : Y zi 

2.36, b dar este rotit 90° in sens trigonometric față de axa reală. Arcul de cerc 
corespunzător pulsatiilor pozitive reprezintă numai o mică parte din acest cerc. 
Restul cercului, corespunzător pulsatiilor negative, este trasat cu linie întreruptă. 


Combinând diagramele din fig. 2.36, b şi fig. 2.37, b, se obţine diagrama 
Nyquist din fig. 2.38, a (linie groasă), care nu mai este un cerc. Câteva astfel de 
diagrame sunt prezentate în fig. 2.38, b pentru diferite valori ale lui C. 


\ 
-04-0 O- ——+--—-9 -0 +0 


\ | A 


\ | 7 
\ M=00! M=0- 

a @=0 _ Re 
m 


Fig. 2.38 


Valoarea FRF (2.89) la pulsatia proprie amortizata este 


Ri  R'/2i 
Him, 221 Ri 
o o+120, 
i 1 1 1 
H(io,)=— (2.97) 
21| Maso ma@,(o +i2a,) 
Aceasta poate fi aproximata prin 
: R 1 
H(ia,)= = (2.98) 


i20 120 mog 
deoarece al doilea termen în membrul drept al expresiei (2.97) tinde spre zero 
pentru valori mari ale lui @,. 
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De fapt, o serie de modele cu un grad de libertate pot fi reprezentate 
simplificat prin funcția 
R R 
2i(@-s,) 2ilo-(o-io,) 


(2.99) 


2.4.9 Transmisibilitatea în sisteme amortizate 


Dacă sistemul masă-arc-amortizor este excitat cinematic la bază cu o 


iot i Ae A = lot 
deplasare x) =X e’ „ mişcarea transmisă masei este Xa =X, e” 3 unde 


X 2 = x 2| e'? este o amplitudine complexă. Ecuația diferențială a mişcării este 


mï, = k (xz x) clio i) 
şi poate fi rearanjată sub forma 
Mă +CX,+kx, =c% +k xy. (2.100) 
Raportul amplitudinilor este 
Xa k+ioc 


— 2.101 
X, k-mo+ioc ( 


TR 
l 
—0,05 
3,0 i 
—0,10 
015 
0,25 
2,0 
0,375 
6,50 
15 
1,0 
b= 
| 
| 
| 
| 
| 
ie) 1,0 2 2,0 3,0 4,0 5,0 
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Transmisibilitatea mişcării este 


Æl yioo) 


TR = 5 ; (2.102) 
too] secole)? 
Defazajul între cele două mişcări este dat de 
3 
p = arctg 26(o/@y) (2.103) 


1-(0/0,)? +(26a/@,)° | 


Expresiile (2.102) şi (2.103) sunt reprezentate grafic în fig. 2.39 pentru 
câteva valori ale raportului de amortizare C. 


Pentru ofo, >x2, TR este subunitară, ca în fig. 2.17, însă daca 


amortizarea creşte, creşte şi transmisibilitatea, deci scade gradul de izolare. 
Diminuarea amortizării nu este o soluție eficientă deoarece, pentru a funcționa la 


pulsatii œ / O, > 2 , sistemul trebuie să treacă prin rezonanță, unde amplitudinea 


este limitată de amortizare. In unele cazuri, există o amortizare redusă inerentă iar 
amplitudinile mari în vecinătatea rezonantei sunt eliminate prin limitatoare sau 
accelerarea prin rezonanţă. 


O problemă similară de izolare a vibratiilor poate fi formulată pentru un 
sistem rezemat la bază şi excitat prin masă (fig. 2.26). Dacă forța excitatoare ce 
iot 


trebuie izolată este Fye “ (2.73), iar amplitudinea complexă a deplasării este X 


(2.74), atunci forța transmisă prin arc şi amortizor, legate în paralel, este armonică 
şi de amplitudine 


Fr =y (kX) + (cox? (2.104) 
astfel că transmisibilitatea forţei 

TR = Fr / Fo (2.105) 
este data de expresia (2.102). 


De observat că forța transmisă la bază prin arc şi amortizor este defazata 
față de forţa elastică şi forţa de amortizare. 


2.4.10 Teoria captorilor seismici 


Există două tipuri conceptual diferite de instrumente pentru măsurarea 
vibratiilor: a) aparate cu punct fix sau cvasi-statice, care măsoară mişcarea 
vibratorie fata de un punct de referinţă fix în spaţiu, şi b) captori seismici, în care 
mişcarea vibratorie este măsurată fata de masa unui sistem masă-arc-amortizor 
ataşat structurii în vibraţie. 
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Captorul seismic (fig. 2.40) constă din suportul S, ataşat rigid de sistemul 
în vibrație, sistemul masă-arc-amortizor m-k-c, şi traductorul T, care măsoară 
mişcarea relativă între masa seismică şi suport. 


Se presupune că sistemul în vibraţie, deci şi baza captorului, efectuează o 
mişcare armonică 


x, (7)= Xi cos ot. (2.106) 


Neglijând termenii tranzitorii, deplasarea relativă între masa m şi suportul 
S poate fi scrisă sub forma 


x,.(t)= X cos (or-9). (2.107) 


Deplasarea absolută a masei m, față de un punct de referință fix, este 
X, =X, +X, 
iar acceleratia absoluta este 
Xy =X, tă. 
Ecuatia de miscare a masei m este 
m (x, +x, )+ex, +kx, =0 
sau 


mă, +cx, +kx, =-mx, =m X,@°cos ot. (2.108) 


X= Xp cos (Wt-P) 


P =X) cos at 


Fig. 2.40 
Ecuatia (2.108) are o solutie stationara pentru care 
2 

x (o/o) 


a eea ear 


; (2.109) 
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(2.110) 


ur 
Se 


nia [na AS 


Fig. 2.42 
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În fig. 2.41 se arată variaţia raportului amplitudinilor (2.109) în funcţie de 
pulsatia adimensională &/%,, pentru două valori ale raportului de amortizare. 


Figura 2.42 prezintă variaţia defazajului o în funcţie de @/a, . 

În funcţie de domeniul de pulsatii utilizat, captorul măsoară deplasarea, 
viteza sau acceleraţia. 

Vibrometrul. În intervalul III, la pulsatii o >> @,, se observă că 
X, = X,, deci deplasarea relativă X, între masă şi suport, măsurată de traductor, 
este practic egală cu deplasarea X, a structurii în vibraţie. Figura 2.42 arată că, în 
acest domeniu de pulsatii, defazajul este p=z pentru amortizare mică (6 > 0), 


astfel că masa m şi suportul vibrează defazate cu 180°. Față de un sistem de 
referință inerţial (punct de referință fix) masa m rămâne aproape nemişcată (devine 


> Aa 


un “punct fix” în spaţiu) iar mişcarea suportului este măsurată în raport cu masa. 


Dacă T este un traductor de deplasări, instrumentul este un captor seismic 
de deplasări absolute (vibrometru). Dacă T este un traductor de viteze, atunci 
instrumentul devine un captor de viteze. 


Captorii seismici de deplasări au frecvenţe proprii joase (1-5 Hz) care se 
obțin cu valori mici ale rigiditatii k, deci cu o suspensie moale a masei seismice, 
respectiv cu mase m mari. 


Accelerometrul. În intervalul I, la pulsatii << @,, expresia (2.109) 


devine 
X,/X, = lolo), 
sau 
X, = (xio), (2.111) 
On 


2 ; OE 
unde X,@” este accelerația structurii în vibrație. 


In acest caz, captorul măsoară o mărime direct proporțională cu accelerația 
absolută a structurii şi se numeşte accelerometeru. El are o frecvență proprie relativ 
mare, realizată cu o masă seismică mică şi cu un arc rigid. 


În intervalul II, la © S O, , masa vibrează cu amplitudini mari, proprietate 


utilizată în proiectarea frecventmetrelor lamelare şi accelerometrelor folosite la 
măsurarea defectelor rulmentilor. 


Distorsiuni de amplitudine. Pentru a reproduce un semnal complex fără 
distorsiuni, toate componentele armonice trebuie amplificate în mod egal, 
indiferent de frecvență. Aceasta se poate realiza dacă raportul amplitudilor X,/X, 
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este aproape constant. Ca urmare, pentru fiecare captor se indică domeniul 
frecvenţelor de lucru în care distorsiunile sunt sub anumite limite. 


Figura 2.43 prezintă o porţiune mărită a fig. 2.41, cu patru curbe trasate 
pentru diferite valori ale raportului de amortizare. Captorul cu î =0,7 are o curbă 
de răspuns orizontală până la w/a, =4. Distorsiunile de amplitudine fixează o 
limită inferioară a frecvenţelor vibratiilor măsurate cu un captor de deplasări. 


Fig. 2.43 


Distorsiuni de fază. Pentru a reproduce un semnal complex fără 
modificarea formei in timp a acestuia, defazajele relative ale diferitelor 
componente armonice trebuie să fie egale. Aceasta se poate realiza dacă defazajul 
p creşte liniar cu frecvenţa. 


La un vibrometru, raportul w/a, este relativ mare, şi unghiul g este 


aproximativ 180° pentru toate armonicele, deci nu apar distorsiuni de fază. La un 
accelerometru, cand raportul de amortizare este aproximativ egal cu 0,7, exista o 
relaţie aproape liniară între unghiul de fază şi pulsatie, g = (x/ 2)(o f Op). Această 
valoare a amortizării este folosită pentru minimizarea răspunsului tranzitoriu al 
captorului. 


2.4.11 Precesia rotorului Laval cu amortizare externă 


Se consideră mişcarea rotorului din fig. 2.18 sub acțiunea unei forte de 
frecare generate de mişcarea relativă față de mediul ambiant staționar. În timpul 
precesiei sincrone, punctele C şi G se rotesc în jurul axei lagărelor O cu o viteză 
unghiulară @, aceeaşi ca viteza de rotație a arborelui în jurul lui C. Forţa de 
amortizare fj se poate considera proporțională cu viteza tangentiala rc, deci 


ta = —erco „unde c este coeficientul de amortizare vâscoasă exterioară. 
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Diagrama forțelor care acționează asupra discului este prezentată în fig. 
2.44. Forţa de readucere elastică k rc, datorită încovoierii arborelui, acţionează pe 


direcția CO. Forţa centrifugă mo? rg, datorită excentricitatii CG =e, acţionează 
pe direcţia OG. Forţa de amortizare vâscoasă este perpendiculară pe OC. Punctele 
O, C şi G nu mai sunt coliniare, iar linia CG devanseaza linia OC cu un unghi g. 


Echilibrul dinamic al celor trei forte implica 


mæ’ (ro +e cosp)= kre, mo?e sinp=crco. (2.112) 


Fig. 2.44 


Orbita circulară a punctului C are o rază 

_ ma’e cosp _ lolo) 

Cai k = mo? a 2 |2 2 
[i-o P +060/2,) 


La turatia critică, atunci cand w= @, , raza orbitei este rç = e/2C. 


(2.113) 


w << Wn w= Wr w >> Wy 


/ k 
an ae NO as 


Fig. 2.45 
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Unghiul între segmentele CG şi OC este dat de 


2 
poe RE (2.114) 
k-mo 1-(/a,) 
Unghiul g creşte cu viteza unghiulară o. Cand w<a@, (fig. 2.45, a), 
discul se roteşte cu punctul G în afara lui C. Cu creşterea turaţiei, lungimea 
segmentului OC creşte, şi CG se roteşte fata de OC. La o = @,„, segmentul CG este 


rotit față de OC cu 90°. Cand a> O, , discul se roteşte cu punctul G în interiorul 


cercului descris de C, iar lungimea segmentului OC descreste. La turatii foarte 
mari, punctul G coincide cu punctul O, raza rç tinde spre e, iar arborele are o 


precesie în jurul centrului său de greutate. 


2.4.12 Amortizarea ereditară 


Amortizarea vâscoasă intervine în cel mai simplu model, care constă dintr- 
un amortizor legat în paralel cu un arc (fig. 2.26). numit modelul Kelvin-Voigt, cu 
amortizare cuplată direct. 


Fig. 2.46 


Alte modele simple includ mecanisme de amortizare vâscoasă cuplate 
elastic. In modelul Maxwell cu trei parametri, amortizorul este legat în serie cu un 
al doilea arc (fig. 2.46, a). Sistemul are două grade de libertate. 


Ecuațiile de mişcare se scriu 
mitkx+c(x-x)=f, e(%-x,)=k, x. (2.115) 
Pentru o excitație f = Fo ei“! se presupun soluții de forma 


x=X e”, ue (2.116) 
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unde X şi X, sunt amplitudini complexe. 
Ecuațiile (2.115) devin 
(k-mo? tioc)X-iacX, =F, 
-~iocX+(k,+iac)X, =0, 
si pot fi rescrise sub forma 
(1-7? +i2¢n) X -i261 X, = Fo/k, 
—i 26 X+(N +i26n)X, =0, 
unde s-a notat 


o, = \k/m, n=a/o,, G=c/2ma,, N=k,/k. 
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(2.117) 


(2.118) 


(2.119) 


N=5 
0+ 
=: ae 
x 0.34 
Iy/k 08 
to 
134 
i ; 
0,1 
0,01 
0,1 1 10 e 100 
Fig. 2.47 


Amplitudinea deplasarii complexe a masei m este 
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X 1+i2¢7/N 
Folk 1-7? +i(2n/N)(W 41-777) 


(2.120) 
Factorul de amplificare a deplasarilor 


x| _ 1+(26n/N)? | 
Folk S192) einn P(N +- 


este reprezentat grafic în fig. 2.47 pentru un raport al rigiditatilor N =5 şi diferite 


valori ale raportului de amortizare. Diagrama unghiului de fază corespunzător este 
prezentată în fig. 2.48. 


(2.121) 


180 = 
150° of 
0,3 
E 0,8 
120 
30° 
01,34 
o 4 
60 a 
30 
o? 
0,1 1 10 w 100 


Fig. 2.48 


Expresia (2.121) poate fi ridicată la pătrat şi scrisă sub forma 


_ 2 
X 2 
Ed a ease (2.122) 
Fo/k GEC Ci 
sau 
Co -C, +(Cyw?-C,) 2 =0. (2.123) 


Toate curbele fascicolului reprezentat de ecuatia (2.123) trec prin punctul 
de intersectie al celor doua curbe de ecuatii 


Czy"? -C =0, Cy? -C =0. 


Acestea pot fi exprimate sub forma 
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y= 4 O/C, w =y C2/Ca 


sau 
z sed (2.124) 
Fo/k 1-9?” l 

şi 
zZ] l (2.125) 


Folk N+1-17 

Expresia (2.124) reprezintă curba (2.123) de parametru ¢=0. Expresia 
(2.125) reprezintă curba (2.123) de parametru (=co. Cele două curbe se 
intersectează în punctul de  abscisă m=./(N+2)/2 şi ordonată 


|X | / (Fy /k)=2/N . Toate curbele de răspuns în frecvență trec prin acest punct. 


Figura 2.47 arată că mici variații ale amortizării pot produce variaţii 
însemnate ale pulsatiei de rezonanță. Această comportare este total diferită de cea a 
sistemelor cu amortizare vâscoasă cuplată direct (fig. 2.28), la care variația 
pulsatiei de rezonanță cu amortizarea este neglijabilă. 

Pulsatia de rezonanţă creşte de la ņ=1 pentru C=0, la y7=./14+N 
pentru (=. Când amortizarea creşte, vârful răspunsului întâi descreşte, apoi 
creşte, ceea ce indică existenţa unei amortizări optime 


Cope = N/ 4200 +2), 


la care vârful de rezonanţă are amplitudine minimă, egală cu ordonata punctului de 
intersecție al tuturor curbelor trasate pentru diferite valori ale raportului de 
amortizare. 

Pentru N >2 şi valori ale raportului de amortizare 0,7 <% < op, în 
curbele de răspuns în frecvenţă nu apare un vârf de rezonanță. 

Această comportare poate fi explicată analizând răspunsul dinamic al 


modelului cu trei parametri din fig. 2.46, b. Comportarea acestuia este descrisă de 
două ecuații 


fr=kx+c(x-%), (2.126) 
c(4-%,)=k x. (2.127) 


x? 


Deoarece nu interesează coordonata “ascunsă” x,, care defineşte gradul de 
libertate interior, se rezolvă ecuația (2.127) pentru x, şi se înlocuieşte rezultatul în 
ecuaţia (2.126). Rezultă 
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fi=kx+ | G(t-2)i(e)az, (2.128) 
0 
unde 
mar 
G(t)=k,e € (2.129) 


cu presupunerea subinteleasa că modelul este nesolicitat la t=0. 


In expresia (2.128) termenul care descrie amortizarea depinde de toata 
istoria variaţiei în timp a vitezei; de aici denumirea de “amortizare ereditară”. 


Când forţa fı este dată ca o funcție de timp, soluția ecuaţiilor (2.126) şi 
(2.127) este 


t 


2 eae 
x(t)= flo) +1 = fe fi =n) aes (2.130) 
0 


“SER, c|\k+k 


unde “constanta de timp” a modelului este 


Primul termen in membrul drept al expresiei (2.130) descrie raspunsul 
instantaneu, observat practic la multe sisteme amortizate. 


În continuare se consideră răspunsul forțat la excitație armonică. Inlocuind 
soluțiile complexe (2.116) în ecuațiile (2.126) şi (2.127), apoi eliminând 
coordonata internă, se obține 


Nokk (2.131) 
unde rigiditatea complexă k este 
= _ ack, 
k =k +i——_—_.. (2.132) 
k,+1i@c 


Daca în expresia (2.132) se separă partea reală şi cea imaginară, se obține 
forma corespunzătoare modelului cu amortizare vâscoasă cuplată direct 


k=k,+ioc,, (2.133) 


unde rigiditatea echivalentă şi coeficientul de amortizare vâscoasă echivalentă 
sunt 


29 

oc k 

k, =k + k —— c, c, =c—— (2.134) 
: i k? + oc? i k? + wc? 


2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE 71 


Modelul cu amortizare ereditara este astfel redus la un model Kelvin-Voigt 
cu parametri dependenţi de frecvenţă. Rigiditatea echivalentă k, creşte cu pulsatia 


de la valoarea k şi tinde asimptotic spre k+ kų, în timp ce coeficientul de 
amortizare vâscoasă echivalentă c, descreşte de la valoarea c la zero. 


Energia disipată într-un ciclu de vibraţie este 


ack, 


kp +070? 


W,=2X’ ac, =X? (2.135) 


fiind nulă la @=0 şi w=, având o valoare maximă la og =k,/c_ pulsatie la 


care c, =c/2. 


Fig. 2.49 


Această comportare se regăseşte şi în curba de histerezis (fig. 2.49). La 
pulsatie nulă aceasta este o dreaptă care corespunde unui arc de rigiditate k. La 
O = y elipsa are suprafaţa maxima. Când pulsatia tinde spre infinit, răspunsul este 


o dreaptă mai putin înclinată, care corespunde unui arc de rigiditate k + kų. 


2.5 Sisteme cu rigiditate cubică 


Sistemele vibratoare reale pot avea caracteristici neliniare. Forţa elastică 
poate fi o funcţie neliniară de deplasare, iar forţa de amortizare poate fi o funcţie 
neliniară de viteză sau deplasare. Dacă un sistem neliniar este acţionat de o forță 
armonică, răspunsul staționar nu mai este armonic, ca la sisteme liniare, ci 
periodic, deci poate fi exprimat ca o sumă de componente armonice. 


Sistemele cu neliniarități locale mici pot fi studiate folosind metoda 
liniarizării echivalente, în care se presupune că răspunsul este dominat de 
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componenta armonică fundamentală. Se consideră că răspunsul staționar constă 
dintr-o singură armonică la frecvența excitatiei, neglijând componentele 
subarmonice sau supraarmonice. Răspunsul forțat este studiat numai în vecinătatea 
aşa-numitei rezonanțe principale. Studiul sistemelor neliniare depăşeşte cadrul 
acestei lucrări. În continuare se descrie numai răspunsul armonic forțat al unui 
sistem cu rigiditate cubică. 


2.5.1 Rigiditatea cubică 


La sisteme fără preîncărcări şi fără jocuri, forţa elastică poate fi 
reprezentată printr-o funcție cubică de deplasări 


flu), (2.136) 


numită caracteristica elastică a arcului. Se spune (impropriu) că sistemul are o 
rigiditate cubică. 


În expresia (2.136), k este panta în origine iar u este un coeficient de 


neliniaritate. Coeficientul 4 este pozitiv la sisteme cu caracteristică tare (cu pantă 
crescătoare) şi negativ la cele cu caracteristică moale (cu pantă descrescătoare). 


Pentru o deplasare armonică 
x(t)=acosat, (2.137) 
forţa elastică (2.136) devine f, =ka (cost + ua? cos*at). 
Înlocuind cos*@t = cos att Joos 3ot, şi neglijând termenul armonic 


superior în cos3%f, se obține 
fazka [cose ua? “coset + îi = keep X, 
unde rigiditatea echivalentă este 
tat [14 ua). (2.138) 


Răspunsul dinamic al sistemului neliniar se poate obţine introducând 
această rigiditate dependentă de amplitudinea deplasării în locul rigiditatii 
constante în ecuaţiile obținute pentru sistemul liniar. 


2.5.2 Răspunsul armonic 


In fig. 2.50 se prezintă un sistem cu un grad de libertate, cu un arc neliniar 
şi un element disipativ cu amortizare structurală. Arcul are o caracteristică elastică 
tare, descrisă de o rigiditate cubică cu coeficient de neliniaritate pozitiv. 
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Dacă asupra masei actioneza o forță armonică de amplitudine constantă Fo 
şi pulsatie @, ecuaţia de mişcare de tip Duffing a masei se poate scrie sub forma 


ae ae i 
mit itkl(xtuxl=re™, (2.139) 
oO 
unde h=gk, iar g este un factor de amortizare structurală echivalentă. 


Feit 


m . 
| x=ăeior 


Kech X h 


Fig. 2.50 


Răspunsul este aproximat cu prima armonică 
~ „lot 


x=Gei™ =(ap tia,;) ei! =aeilo9) (2.140) 
r+1a, 


Utilizând metoda liniarizarii armonice, se neglijează armonicele de ordin 
superior, deci se consideră că 


a’x. (2.141) 


Înlocuind (2.140) şi (2.141) în (2.139) se obțin componenta reală şi cea 
imaginară ale deplasării 


2 
) (2.142) 


a,=-g—a’, (2.143) 


n=—, m= jE. (2.144) 
O, m 


Amplitudinea deplasării 


unde s-a notat 
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a= ya? +a? (2.145) 


este dată implicit de expresia 


2 
2 Soa Fo 2 
=]+> yua + -g°. 2.146 
7 ae ee ( ) 
Unghiul de faza se calculeaza din relatia 
tg0=—_—_*__ - (2.147) 
n? -1-2 ua? 4 Fo 2 
4 Vka? 2 


Eliminând a şi n? între expresiile (2.142) şi (2.143) se obține locul 
geometric al vârfului vectorului a în planul complex, care este un cerc de ecuație 


2 2 
+ + = n 2.148 
aR (ar 2g 2) Z k ( ) 


Aceasta este identică cu ecuaţia (2.82) obținută pentru sisteme liniare. 


Eliminând amplitudinea a între relațiile (2.143) şi (2.145) se obţine 
dependența de frecvenţă a componentei imaginare a, a deplasării 


2 =] 3, Fo + fo 1 
1 tra ar) & ek Ca) 


Similar, dependența de frecvență a componentei reale ag a deplasării se 


=i (2.149) 


obține sub forma 


2 
Fo 2, fo 
2 3u eS aR +—~—AR 
2gk k 
Piss fo 2 (2.150) 


2.5.3 Curbele răspunsului în frecvență 


Pe baza relației (2.146), în fig. 2.51 s-au trasat curbele amplitudine-pulsatie 
pentru o valoare g = const. şi câteva valori Fy ale amplitudinii forţei armonice 
(care cresc în sensul sagetii). 
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Curbele de răspuns sunt dispuse simetric fata de “curba schelet” de ecuație 


ot =03[1420°] (2.151) 


care trece prin punctele de amplitudine maxima. La sisteme liniare, aceasta este o 
linie verticală de abscisă = ,. La sisteme cu caracteristică tare (w>0), curba 
schelet se “apleacă” spre pulsatiile înalte. La sisteme cu caracteristică moale 
(u < 0) , curba schelet se “apleacă” spre pulsatiile joase. 


Locul geometric al punctelor cu tangentă verticală de pe curbele 
amplitudine-pulsatie are ecuația 


piane Z pate? (2.152) 


şi defineşte “limita de stabilitate” XLKY (Fig. 2.51). 


Hu >0 


Curba 
schelet 


” Limita de 
Limita de stabilitate 


stabilitate 


Fig. 2.51 Fig. 2.52 


Punctele situate in interiorul regiunii delimitate de aceasta curba definesc 
regimuri instabile de vibraţie. Pe curbele de răspuns aceste puncte corespund 
portiunilor trasate cu linie întreruptă. 


Aceeaşi informatie este redată în fig. 2.52 unde s-au trasat curbele forta- 
deplasare la diferite pulsatii (care cresc în sensul săgeţii) şi g = const. Acestea sunt 
curbe de pulsatie constantă, numite şi izocrone. Limita de stabilitate este definită 
de locul geometric al punctelor cu tangentă orizontală. Punctul K defineşte 
amplitudinea maximă a forţei pentru care vibraţiile sunt stabile indiferent de 
amplitudinea deplasării. Punctul L defineşte amplitudinea maximă a deplasării 
pentru care vibraţiile sunt stabile indiferent de nivelul forței. 


Curbele faza-pulsatie din fig. 2.53 se bazează pe expresia (2.147). Limita 
de stabilitate XLKY este definită de ecuaţia 
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Poi8( wor), (2.153) 
g 


0 


Limita de 
stabilitate 


Fig. 2.53 


Curbele polare ale răspunsului în frecvenţă sunt prezentate în fig. 2.54, în 
coordonate aj —akp. O astfel de reprezentare combină în aceeaşi diagramă 
informaţia asupra amplitudini, fazei şi pulsatiei vibratiei, iar regiunea din 
vecinătatea rezonantei ocupă o mare parte a curbelor. 


Y | Fy=const. 


Fig. 2.54 


La sisteme neliniare se recomandă trasarea diagramelor deplasării şi nu 
cele ale receptantei (deplasare/forta) sau altor FRF. Fiecare punct reprezentat în 
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planul complex este definit de doi parametri — pulsatia excitatoare, o, şi 
amplitudinea forței Fy. Ca urmare, se pot trasa două familii de curbe de răspuns, 
izocronele — care unesc punctele cu aceeaşi pulsatie şi diagramele Nyquist — care 
unesc punctele cu nivel constant al excitatiei. Deoarece atât amplitudinea deplasării 
cât şi unghiul de fază sunt funcţii de amplitudinea forței, deviația acestor curbe de 
la linia dreaptă poate fi utilizată ca un indicator al comportării neliniare. În general, 
faza este mult mai sensibilă la neliniaritati decât amplitudinea. 

În fig. 2.54, izocronele sunt trasate cu linii întrerupte. Ecuația lor se obţine 
eliminând Fo între expresiile (2.142) şi (2.143). Rezultă 


aa | 1-3 (a +0). (2.154) 
& 

Pentru 44=0, deci pentru sisteme liniare, ecuaţia (2.154) descrie linii 
drepte care trec prin originea coordonatelor. Pentru u #0, ecuaţia (2.154) descrie 


curbe care trec prin origine, având deviații de la forma rectilinie cu atât mai 
pronunţate cu cât Fy este mai mare, ajungând să fie tangente la curbele Nyquist. 


Locul geometric al punctelor de tangenţă ale diagramelor Nyquist cu 
izocronele defineşte limita de stabilitate XLKY. Aceasta este o hiperbolă de ecuaţie 


2 
apa, = E (2.155) 
3u 
(definită numai pentru ag <0, ay <0), simetrică față de bisectoarea ap =a, a 
axelor de coordonate. 


Limita de stabilitate XLKY intersectează bisectoarea ax =a, în punctul L, 


de pulsatie @, =@,4/ 1+2g , la o distanță a, =4/4g/3u de origine. La pulsatii 
joase şi amplitudini mici ale deplasării nu apar fenomene de salt. 


Fig. 2.55 
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Punctul K, unde curba limită de stabilitate este tangentă la curba Nyquist 


de parametru Fy =k4 328°/ (943 u) şi la izocrona de parametru 
Ox =@,\1+/3g , indică forța minima şi pulsatia minimă la care pot apare 


vibrații instabile. Acest punct corespunde unui unghi de fază 0, = -120° . Punctele 
K şi L sunt marcate şi în fig. 2.51 — 2.53. 


Efectul rigiditătii neliniare este o “deplasare a frecvențelor” în lungul 
diagramelor circulare Nyquist, în sens orar - pentru arcuri cu caracteristică moale, 
şi în sens trigonometric — pentru arcuri cu caracteristică tare, aşa cum se arată în 
fig. 2.55. Rezonanta principală (7 = 1) nu mai apare in punctul de amplitudine 
maximă a deplasării. Daca pe diagramele Nyquist se marchează puncte la intervale 
egale de pulsatie, atunci arcul de lungime maximă între două puncte succesive nu 
mai apare la rezonanţa principală, deci criteriul Kennedy-Pancu nu mai poate fi 
utilizat pentru localizarea rezonantei. 


Fo= k (x +x?) 
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La sistemele cu un grad de libertate, cu rigiditate cubică şi amortizare 
structurală, diagramele Nyquist sunt cercuri ca la sistemele liniare. Neliniaritatea 
distorsionează izocronele care nu mai sunt linii drepte, ca la sistemele liniare, ci 
curbe în formă de “vârtej”. 


Izocronele sunt curbate în sens trigonometric la sisteme cu caracteristică 
tare, şi în sens orar, la sisteme cu caracteristică moale (fig. 2.56). Această 
proprietate poate fi utilizată la identificarea tipului neliniaritatii. 


2.5.4 Fenomene de salt 


La sisteme cu rigiditate neliniară, variaţia pulsatiei sau amplitudinii forței 
excitatoare produce variații bruşte de amplitudine şi fază, numite fenomene de 
“salt”, care nu se întâlnesc la sisteme liniare. 


Un prim tip de fenomene de salt apare atunci când amplitudinea forței 
armonice F, este menţinută constantă iar pulsatia excitatoare variază lent (fig. 
2.57, a). Pe măsură ce pulsatia creşte de la valoarea zero, amplitudinea deplasării 
creşte, vârful vectorului deplasare parcurge porțiunea BF a diagramei Nyquist 
corespunzătoare până ajunge la limita de stabilitate în punctul C. Urmează un 
“salt” al amplitudinii şi fazei din C în D, în lungul izocronei @, = const., după care 
vârful vectorului revine pe diagrama Nyquist şi parcurge arcul DO. 


Fig. 2.57 


Dacă pulsatia are valori foarte mari şi apoi scade, vârful vectorului 
deplasare parcurge arcele ODE şi FB pe diagrama Nyquist, şi “sare” din F în F în 
lungul izocronei &; = const. Arcele BF şi DO ale diagramei Nyquist definesc 
regimuri stabile de vibrații, arcele FC şi ED definesc regimuri de vibraţie 
condiționat stabile, în timp ce arcul CE defineşte regimuri instabile de vibrație. De 
aici rezultă că, în prezenţa neliniaritatilor puternice, porțiuni însemnate ale curbei 
de răspuns în frecvenţă nu pot fi obținute experimental. 
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Un alt fenomen de salt apare când pulsatia excitatoare este menţinută 
constantă şi variază amplitudinea forţei armonice aplicate sistemului (fig. 2.57, b). 
Când amplitudinea forței Fo creşte progresiv, amplitudinea răspunsului creşte. 
Vârful vectorului deplasare parcurge izocrona respectivă (arcul OVS ) până la 
limita de stabilitate în punctul S. Urmează un salt din S în 7, în lungul diagramei 
Nyquist Fy = const., după care vârful vectorului urmează izocrona (arcul TZ ). 


Când amplitudinea forţei descreşte, vârful vectorului deplasare parcurge 
porțiunea ZTU a izocronei până la limita de stabilitate în punctul U, de unde sare în 
punctul V, urmând cercul Fj = const. după care revine pe izocronă de la V la O. 


$ 
i | 
ff S 
Bo ire E T 
Fy YoU 
@=const. 
O a 
a b 


Fig. 2.58 


Cele două fenomene de salt sunt reprezentate în fig. 2.58, a pe o curbă 
amplitudine-pulsatie şi în fig. 2.58, b pe o curbă forta-deplasare. 


2.6 Vibratii tranzitorii 


În acest paragraf se studiază răspunsul la excitatii nearmonice al sistemelor 
cu un grad de libertate neamortizate. Excitatiile pot fi forte aplicate masei sau 
deplasări, viteze sau acceleratii aplicate bazei (suportului) sistemului, fie brusc, 
rămânând apoi constante, fie cu variații bruşte ale amplitudinii pe o durată limitată. 
Ele se numesc şocuri dacă durata lor de variație este mai mică decât perioada 
proprie de oscilație a sistemului; în caz contrar se numesc excitații tranzitorii. 


2.6.1 Răspunsul la forte impulsive aplicate masei 


Dacă se neglijează amortizarea şi pentru condiţii iniţiale nule, deplasarea 
produsă prin excitarea masei unui sistem liniar masă-arc cu o forță arbitrară F(t) 


este dată de integrala lui Duhamel (2.21) 
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t 


x()=—— f Fr) sin o, (t—r) dr, (2.156) 
0 


mo, 


în care m este masa sistemului şi @,, este pulsatia proprie neamortizata (2.4). 


2.6.1.1 Răspunsul la o forță aplicată brusc 


Se consideră un sistem masă-arc solicitat de o forță constantă F(t) = Fo 
aplicată brusc masei, sub forma unui impuls treaptă dreptunghiulară (fig. 2.59, a). 


Fo 


Fig. 2.59 


Înlocuind forţa constantă în relaţia (2.156), se obţine expresia deplasării 
masei m 


«(1)=2(1-cosayt), (2.157) 


reprezentată grafic in fig. 2.59, b. 


Sistemul vibrează liber in jurul poziţiei de echilibru static x,,=Fo/k. 
Răspunsul maxim al sistemului neamortizat este dublu fata de cel produs de o forță 
Ip aplicată static. Dacă se tine seama de amortizarea inerentă în sistem, 


amplitudinea deplasării masei m scade în timp şi devine egală cu x, după 
amortizarea completa a vibratiilor (fig. 2.59, c). 


2.6.1.2 Răspunsul la un impuls rampă 


În majoritatea cazurilor practice, forța aplicată creşte de la zero la valoarea 
nominală F într-un timp (diferit de zero) 4 , numit timp de creştere. 


Variația în timp a forței 
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t 
F\(t)j=Fy—, entru O<t<tu, 
() Mpa a i (2.158) 


F(t)=0, pentru t>t, 


defineşte un impuls de tip rampă limitată (fig. 2.60) sau un impuls de tip treaptă cu 
timp de creştere ¢, . 


FO) 


Fig. 2.60 


Excitatia poate fi considerată ca suma a două funcții de tip rampă 


F,(t)= Fy (2.159) 
1 
ŞI 
F,(t)=0 pentru O<?<h, 
= 2.160 
F> (t)=-F f 7 di F pentru tt. ( 
1 


Răspunsul la forța F(t), notat x (9), se calculează înlocuind expresia 
(2.159) în integrala lui Duhamel (2.156) 


t 

F . Flt 1 ee 

x (t) = 09 tsino, (t-r)dr =| —- sin of |. 
: kt, ti Qnty 


Similar, raspunsul la forta Fi), notat x(t), se calculează înlocuind 
expresia (2.160) în integrala (2.156) 


i . 
Ý (== f Tisno, (2) de =F] ela), 
i n 


Răspunsul total, egal cu suma x(t)= x, (t)+ x (7), este deci 


2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE 83 


F, ; 
x(0)=(£- sin ont} pentru ¢<t,, (2.161) 
k ty Onti 
x(t)= Fo í mae e SI, G =} pentru ¢>t,. (2.162) 
k ot ot 


Se observă că în cazul aplicării lente (cvasistatice) a forței, când @,t, are 


valori mari, oscilatiile sunt mici şi răspunsul este aproximativ egal cu valoarea 
statică. 


Din punct de vedere practic, interesează valoarea maximă a răspunsului 
tranzitoriu. Deoarece deobicei timpii de creştere sunt foarte mici, se poate admite 
că răspunsul maxim apare la t=¢,, care este mai mare ca t. Derivând expresia 
(2.162) în raport cu timpul şi anulând derivata, se obţine timpul la care apare 
deplasarea maximă, exprimat sub formă adimensională 


t 1 1—cos@,t 
m= arctg — nky (2.163) 
ti yb sing, t, 
Pentru @,t,, > 7 se calculează 
. 1 
SiIN@,ty, > — Zi (i- coso,h ), 
: (2.164) 
sing, t, 


COSO, tn = 


AJ 2(1-cosa,t; ) 


Inlocuind (2.164) in (2.162) se obţine deplasarea maximă raportată la 


deplasarea statica 
mas — 1 4 fa VAS at (2.165) 


Fo/k Ont 


care se mai poate scrie sub forma 


ene ae o | aa, E (2.165, a) 
Fo /k Tt T 
În fig. 2.61, a se prezintă variația raportului x,,,,/X,,_ în funcție de raportul 
adimensional 
A (2.166) 
T 2m 


în care T este perioada proprie de vibrație a sistemului masă-arc. În fig. 2.61, b se 
arată variația raportului ¢,,/T în funcţie de ¢/T. 
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tn/T i 
2 
1 piese ES e led 
0 1,0 2,0 3.0 4.0 
ty ae 
b 
Fig. 2.61 


Cand @,t >0, raportul x,,,,/X,, tinde spre 2, valoare obţinută pentru 
forţa constantă aplicată brusc. Când @,t, ©, acest raport tinde spre 1, valoare 
corespunzătoare aplicării statice a forței. Când cos@,t,=1, sau @,t, =nz 
(n =0,2,4,..), rampele produc un raport x: /X egal cu 1, deci răspuns fără 


vibrații. 


2.6.1.3 Răspunsul la un impuls triunghiular descrescător 


Se consideră sistemul masă-arc solicitat de o forță F(t) având o variaţie în 
timp ca în fig. 2.62, exprimată analitic sub forma 


3 (2.167) 


F(t)=0, pentru t2 tg» 


F(t)=Fy :-2) pentru O<f<t, 


unde ¢, este durata impulsului. 
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F(t) 


Fo 


Fig. 2.62 


a) Faza I. Pentru t<t,, deci pe durata cât acţionează forța, înlocuind 


expresia (2.167) în (2.156), deci pentru condiţii iniţiale nule, după efectuarea 
calculelor rezultă 


Fo Fot | sina, t 
=—(1- |) EEE 2.1 
x(t) % (1- cos aa) e | oe (2.168) 


b) Faza II. Pentru tèt], deci dupa încetarea acțiunii forţei, condiţiile 
inițiale ale mişcării se determină înlocuind t =, în expresia (2.168) şi în expresia 
derivatei acesteia în raport cu timpul. Se obţine 


E [si 

x (tg )= xo = (Seo co ots], (2.169) 
k | ta 
F ; 

x(t, )=0, -Efo -sin O, ty yen at Orta -+) (2.170) 
k ta ta 


Substituind expresiile (2.169) şi (2.170) în ecuaţia mişcării libere 
neamortizate (2.6) şi înlocuind t > (i -t,;), se obtine 


F, 
x\t 0 


= 0 
ko, tg 


[sin ot, -sin to,(t~ty)|- “cos @,t. (2.171) 


Anuland derivata in raport cu timpul a functiei x(t), se obţine timpul t, 


măsurat din momentul aplicării forței, după care apare răspunsul maxim. Inlocuind 
această valoare în expresia deplasării, se obține răspunsul maxim 


Xmax =X(tn) (2.172) 


Pentru impulsuri de foarte scurtă durată (ti /T <0,4 ), raspunsul maxim 


apare în faza răspunsului liber (faza 17). Altfel, el apare pe durata aplicării 
impulsului (faza /). 
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Fig. 2.63 


În fig. 2.63, a se prezintă variația răspunsului maxim în funcție de raportul 
ta [T , unde T =2z/a,, este perioada proprie de vibraţie a sistemului. În fig. 2.63, 


b se arată variaţia raportului ¢,,/T în funcţie de ¢,/T . 
Aceste diagrame sunt deosebit de utile în proiectare, deoarece este 
suficient să se cunoască perioada proprie de vibraţie 7 şi durata impulsului t, 


pentru a se calcula timpul de răspuns maxim £,, şi valoarea răspunsului maxim. 


2.6.1.4 Răspunsul la un impuls dreptunghiular 


Se consideră sistemul masă-arc solicitat de o forță F(t) având o variaţie în 
timp ca în fig. 2.64, exprimată analitic sub forma 


F(t)= Fo „ pentru  O<r<t, 


2.173 
F(t)=0, pentru t> ta, ( 


unde ¢, este durata impulsului. 


PY 
F 


0 
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Aplicarea forței Fo pe durata 7, este echivalentă cu aplicarea bruscă a 
forţei Fy la momentul 7 = 0, urmată de aplicarea bruscă a forței — Fy la momentul 
t =t, . Deplasarea produsă de prima forță este de forma (2.157) 


x; ()=“2(1-cosa,t). 


Deplasarea produsă de a doua forță, pentru 7 >t, , se obține înlocuind Fo 
cu —Fo şi t cu t—t, în (2.157) 


Fo 
Xa (t)= Ta | 1-cosa@,(t—t,)]. 
Deplasarea totală este x =x, pentru 0 <t < t4 , iar pentru ¢ >t, este 


x(t)=x, +x, = “2 eose, (¢=14)-c08 0, 


sau 
Fy. Q@,t, . t 
x(t)=2—8 sin—24 sina, | t-—4 |. 2.174 
(1)=2—* sin 5 | a (2.174) 


În fig. 2.65, a se prezintă variația răspunsului maxim în funcție de raportul 
t,/T , iar în fig. 2.65, b se arată variaţia raportului ¢,,/T în funcţie de 14/T. 


Fig. 2.65 


Se observă că dacă durata aplicării forței este mai mare decât semiperioada 
proprie de vibrație, deplasarea atinge valoarea maximă Xa =2x,, încă în timpul 


aplicării impulsului dreptunghiular. Dacă ty < T/2 , atunci deplasarea maximă se 
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obţine după încetarea acţiunii impulsului dreptunghiular şi are valoarea 


Onta 


Xmax = 2X; Sin <A 


ma. 


2.6.2 Răspunsul la excitatie prin şoc aplicată suportului 


Sistemul din fig. 2.66 este excitat la bază cu accelerația t. 


Fig. 2.66 


Ecuația mişcării masei m se scrie 
mă + k(x—u)=0, (2.175) 
m [ii + X.)+ kx,=0, 


sau 
mă, +kx, =—mu. (2.176) 


In ecuaţia deplasării relative, membrul drept are rolul forței din ecuația 
deplasării absolute a masei sub acţiunea unei forte exterioare aplicate masei. 


Rezultă că în cazul excitatiei cinematice la bază cu acceleraţia ùü, 
deplasarea relativă a masei se poate calcula cu integrala lui Duhamel (2.21) în care 
forța F(T) se înlocuieşte cu — mii (7) 


m-a [alo sin o, (t—r) dr. (2.177) 


Acceleratia relativă a masei i 


X, = =O, fate sin o, (t—r) dr. (2.178) 
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2.6.2.1 Răspunsul la un impuls triunghiular simetric 


Se consideră sistemul din fig. 2.66 excitat la bază cu acceleraţia di (t) 


având o variaţie în timp ca în fig. 2.67, exprimată analitic sub forma 


i-a =e, pentru oss, 

(2.179) 
ii(t)=a —(t,-1), pentru ld <tct,. 

ta 2 


ls = — = 
a> 


poA 


Fig. 2.67 


Impulsul triunghiular simetric poate fi considerat suma a trei funcții de tip 
rampă (fig. 2.67). Suprapunând răspunsurile calculate cu integrala lui Duhamel 
stabilită pentru condiţii inițiale nule, cu înlocuirea argumentului întârziat, se obțin 
următoarele expresii pentru accelerația relativă a masei 


(2.180) 


x (e) 2 [ sin 2) 


AON fu 4 sino, 1—it)-sin oy]. ld <t<ty, (2.181) 
On 


a ty 2 

x 2 i : . 

AR asin (1-4) -sin onta sin olet) : tty. (2.182) 
a Onta 2 


În fig. 2.68 se prezintă variația în timp accelerației relative a masei pentru 
trei valori diferite ale raportului ty /T = @pta /27. 
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Ep 
a 10 
0 
t,/T = 
-1,0 


1,0 
x, l /T=5 
a 
0 
-1,0 
eel eee eet ree E ne ae] 
0 0,5 1,0 15 2,0 
t/t, 
Fig. 2.68 


Pentru un soc de durată finită, se definesc două faze distincte: a) “socul 
inițial”, care defineşte de fapt “răspunsul iniţial” pe durata aplicării şocului, care 
este o vibrație forțată şi b) “şocul rezidual”, care defineşte “răspunsul rezidual” 
după încetarea acţiunii şocului, care este o vibraţie liberă. 


Se observă că pentru ty /T =2 nu apar vibrații reziduale. Pentru t,/T =1, 


răspunsul primar maxim apare la tm /t4 = 0,605. 
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ui 
i WAS 
Pmax 12 i 
a Primar 
a CE E 
0,4 Rezidual | | | 
| 
% 2 4 6 8 
t /T 
Fig. 2.69 


În general interesează valoarea răspunsului maxim, în acest caz — 
accelerația relativă maximă a masei, pentru diferite valori ale raportului t4/T . În 
fig. 2.69 se arată variația accelerației maxime în funcție de raportul adimensional 
tq /T , separat pentru şocul primar şi pentru şocul rezidual. 


2.6.2.2 Răspunsul la un impuls semisinusoidal 


În fig. 2.70 se prezintă un impuls semisinusoidal exprimat analitic sub 
forma 


. mt 
u(t)=a sin—, entru O<ft<t,, 
o po A (2.183) 


ii(t)=0, pentru tq St. 


ab}--- 


Fig. 2.70 


Impulsul poate fi considerat rezultatul suprapunerii a două acceleratii 
sinusoidale, una aplicată la 7 = 0 , a doua aplicată la t = t4. 
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Se obţin următoarele expresii pentru variaţia in timp a accelerației relative 
a masei 


(0) _ [an Laino), O<t<ty, (2.184) 


a o T ty 2t 
4t3 
A O ¢ cos t 
Xr d : d 
= sin @,| t- |, ty, St. 2.185 
F T? i] 2) d ( ) 
I-75 
At; 


4/7 


Fig. 2.71 


În fig. 2.71 s-a reprezentat variația răspunsului primar maxim în funcţie de 
raportul t,/T . 


2.6.3 Spectrul răspunsului la şoc 


Din punct de vedere practic, este preferabilă descrierea unui şoc sau a unei 
excitatii tranzitorii prin efectul pe care îl are asupra unui sistem cu un grad de 
libertate, decât prin funcţia de timp a excitatiei. 


Valoarea maximă a răspunsului la şoc a fost reprezentată grafic în funcţie 
de raportul între durata şocului şi perioada proprie de vibraţie a sistemului cu un 
grad de libertate neamortizat, t,/T. Acest raport se mai poate scrie 
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tq/T = @,tq [27 , deci este proportional cu produsul între durata șocului şi pulsatia 
proprie a sistemului cu un grad de libertate. 


Curba răspunsului maxim în funcție de pulsatia proprie a sistemului masă- 
arc se numeşte spectrul şocului sau spectrul răspunsului. A doua denumire include 
si spectrul răspunsului tranzitoriu, la o excitație de durată finită mai lungă decât 
perioada proprie a sistemului masă-arc. Diagramele din figurile 2.61,a, 2.63,a, 
2.65,a, 2.69 şi 2.71 sunt deci spectre de şoc. Ele descriu fie răspunsul maxim al 
unui sistem masă-arc dat, la şocuri de diferite durate, fie răspunsul sistemelor cu 
diferite pulsatii proprii la un şoc cu o anumită durată. 


Dacă se calculează valoarea maximă a răspunsului la şoc pentru sisteme 
masă-arc cu diferite pulsatii proprii şi se reprezintă grafic valorile răspunsului 
tranzitoriu maxim în funcție de pulsatia proprie a oscilatorului, se obține spectrul 
şocului. 


Spectrul 
răspunsului 


Pulsatia proprie 


Fig. 2.72 


Procedeul este reprezentat schematic în fig. 2.72. Pentru un număr infinit 
de oscilatori (sau acelaşi oscilator cu pulsatie proprie variabilă continuu) se obţine 
un spectru continuu al şocului considerat. Dacă oscilatorii sunt amortizati, în 
spectrul şocului se obţine câte o curbă pentru fiecare valoare a raportului de 
amortizare. 


Fiecare impuls are un spectru de şoc caracteristic, dar este posibil ca 
impulsuri cu funcții de timp diferite să aibă acelaşi spectru de şoc. Din acest motiv, 
funcţia de timp a şocului nu poate fi reconstituită din spectrul său de răspuns. 
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0 2 4 
t,/T 


Fig. 2.73 


Efectul unui şoc descris de o anumită funcţie de timp poate fi simulat cu o 
maşină pentru încercări la şoc care s-ar putea să nu poată reproduce exact funcția 
de timp a şocului respectiv, dar poate produce un şoc echivalent, descris de o 
funcţie de timp diferită, care să aibă aproximativ acelaşi spectru de răspuns. De 
exemplu, dacă trebuie simulat un şoc triunghiular simetric, acesta poate fi 
aproximat cu un şoc trapezoidal cu raportul între timpul de menţinere şi timpul de 
creştere ¢,/t, =0,3 şi raportul între timpul de descreştere şi timpul de creştere 


te [ta =0,3, aşa cum se arată în fig. 2.73. 
Pentru spectre descrise de funcții de timp mai complicate, integrala lui 
Duhamel şi spectrul răspunsului se calculează prin metode numerice. Spectrele 


răspunsului sunt utilizate în încercările la şoc şi în calificarea seismică a 
echipamentelor. 


Probleme 


2.E1 O masă necunoscută m este ataşată unui arc de rigiditate k 
necunoscută. Dacă o masă m, = 0,5 kg este adăugată masei m, frecvenţa proprie a 


sistemului scade de la 50 Hz la 49 Hz. a) Să se determine valorile parametrilor m 


şi k. Dacă un arc de rigiditate k’ se montează în paralel cu primul arc, frecvenţa 
proprie a sistemului creşte la 50 Hz. b) Să se determine k’. 


Răspuns: m=12,126kg, k =1,19-10° N/m, k'=56 N/m. 


2.E2 O masă m=0,5 kg vibrează liber într-un mediu vâscos cu perioada 
T = 0,15 sec şi amplitudinea iniţială ag = 10 mm. a) Să se determine rigiditatea k şi 
coeficientul de amortizare vâscoasă c dacă după 12 cicluri amplitudinea vibratiilor 
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este aj =0,2 mm. b) Să se determine amplitudinea aj, dupa 12 cicluri dacă se 


ataşează o masă m, = 0,3 kg masei inițiale m. 


Răspuns: k=877N/m, c = 2,4173 Ns/m, aj, =0,45mm. 


2.E3 Un sistem masă-arc cu frecvenţa proprie f =5 Hz vibrează într-un 
mediu vâscos cu un coeficient de amortizare c= 0,002 Ns/mm. Decrementul 
logaritmic este 5 = 0,31. a) Să se determine masa m şi rigiditatea arcului k. b) Care 
este noua valoare a decrementului logaritmic dacă se ataşează masei inițiale o masa 
m,=lkg. 


Raspuns: m=0,645kg, k = 636,4N/m, 5' = 0,194. 


2.E4 Un sistem masă-arc-amortizor vâscos este deplasat o distanță 
ap =20 mm apoi lăsat liber. După 8 cicluri de vibrație amplitudinea descreste la 


ag =4 mm. O masă m, =2 kg ataşată masei iniţiale produce o deplasare statică 
de 4mm. Dacă noul sistem este deplasat o distanță ag =20 mm apoi lăsat liber, 
după 8 cicluri de vibraţie amplitudinea descreşte la ag =5 mm. Să se determine 
masa m, rigiditatea k şi coeficientul de amortizare c. 


Răspuns: m=5,77kg, k=4905N/m, c=10,76 Ns/m. 


2.E5 Un sistem vibrator cu masa m=5kg_ şi rigiditatea arcului 
k=1N/mm este acţionat de o forță armonică de amplitudine Fy =10N şi 
frecvență 2 Hz. Să se determine: a) amplitudinea deplasării X ; b) amplitudinea 
deplasării X’ dacă o masă m, = 2 kg este adăugată masei m; c) pentru sistemul cu 
masa adițională, cum trebuie modificat k astfel încât deplasarea să revină la 
valoarea X. 

Răspuns: X =4734mm, X'=95,85 mm, se adaugă k' = 315,5 N/m în 
paralel, sau k&' = 8546.5 N/m în serie cu k. 


2.E6 O greutate mg =20 N ataşată unui arc moale îl lungeste 1mm. a) 
Să se determine amplitudinea Fy a forței care, acționând cu frecvența 20 Hz, 
produce vibrații cu amplitudinea deplasării X = 3,5 mm. b) Să se determine o alta 
frecvență excitatoare la care forța de amplitudine Fo produce aceeaşi deplasare 
X =3,5 mm. 


Răspuns: Fo = 42,68 N , o' = 61,87 rad/s. 
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2.E7 Un rotor cu masa m=2 kg transmite o forță de 14 N arcurilor pe 
care este rezemat când se roteşte cu viteza unghiulară de 30 rad/s şi are o 
amplitudine a precesiei de 3,5 mm. a) Să se determine amplitudinea Fy a forţei de 
dezechilibru; b) Să se determine o altă valoare a vitezei unghiulare la care 
amplitudinea vibratiilor are aceeaşi valoare. 


Răspuns: Fy = TIN, o' =55,67 rad/s. 


2.E8 Un aparat sensibil cu masa m=1kg este folosit pe o platformă care 
vibrează datorită undelor transmise de la o sursă din apropiere. Platforma are o 
mişcare armonică cu amplitudinea X, = 0,2 mm şi frecvenţa f =15 Hz. Pentru a 
reduce vibraţiile transmise aparatului, între acesta şi platformă se introduc izolatori 
din cauciuc cu rigiditatea totală k = 7000 N/m. Să se determine: a) amplitudinea X 


a deplasării aparatului; b) valoarea X’ a amplitudinii vibratiilor aparatului, dacă în 
paralel cu primii izolatori se mai adaugă un izolator cu rigiditatea k' = 2000 N/m. 


Răspuns: X =0,743 mm, X'=15,15 mm. 


2.E9 O masă m=4kg, suspendată cu două arcuri verticale între două 
suporturi fixe, este acționată de o forță armonică cu amplitudinea Fy =10 N . Arcul 
superior are o rigiditate k = 5000 N/m iar arcul inferior are o rigiditate 2k. Să se 
determine: a) frecvetele la care amplitudinea deplasării este X =20mm, şi b) 
amplitudinea Fy a forţei transmise suportului inferior prin arcul 2k. 


Răspuns: @, = 60,2 rad/sec, @ = 62,25 rad/sec, Fy =200N. 


2.E10 Un sistem vibrator neamortizat are o masă echivalentă m şi o 
rigiditate echivalentă k. O forță armonică de amplitudine Fy, =1N şi pulsatie 


o = 14 rad/s produce vibrații staţionare de amplitudine X. Dacă se adaugă o masa 
m, = 2 kg masei inițiale m, forța de amplitudine Fy =1 N trebuie să aibă o pulsatie 
o = 10 rad/s sau o = 12 rad/s pentru a produce o deplasare cu aceeaşi amplitudine 
X. Să se determine valorile parametrilor m si k. 

Răspuns: Pentru @<@,, m=2,083kg, k =4981 N/m; pentru @>a@,, 
m = 5,538 kg, k =919,6 N/m. 


2.E11 Un motor electric cu greutatea mg=12000N este montat la 
mijlocul unei bare de lungime /=2m simplu rezemata la capete, cu moment de 


inerție axial al secţiunii transversale / = 20 mm şi modulul de elasticitate 


longitudinal E = 21-105 N/ mm”. Dacă motorul are o greutate dezechilibrată în 
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rotaţie mog = 2000 N cu excentricitatea e=0,1 mm şi turatia n = 1500 rot/min , 
să se determine: a) amplitudinea X a vibratiilor forțate ale maşinii, şi b) 
amplitudinea forței dinamice transmise unui reazem. 


Răspuns: X = 50,22 um, Fi, =632,77N. 


2.E12 Un motor cu masa m = 10 kg , rezemat pe arcuri cu rigiditatea totală 
k = 2000 N/m, produce o forță dezechilibrată de amplitudine Fy =20N la 
frecvenţa de 2 Hz. Să se determine rigiditatea k’ a unui arc şi modul de legare a 


acestuia (in serie sau în paralel) pentru a reduce la jumătate amplitudinea forței 
transmise Fro. Să se determine valoarea altei pulsatii la care forța dezechilibrata 


are acelaşi efect. 


Răspuns: k' = 131,6 N/m în paralel, o = 10,75 rad/s . 


2.E13 Un sistem vibrator compus din o masă m=0,2 kg şi un arc de 
rigiditate k=0,2 N/mm este acţionat de o forță armonică de amplitudine 
F) =5N şi pulsaţie œ = 35 rad/s. Să se determine: a) amplitudinea Fro a forței 
transmise suportului de la bază, şi b) amplitudinea X a deplasării masei m. 


Răspuns: Fro = 2222 N, X =0llm. 


2.E14 Un sistem masă-arc cu amortizare vâscoasă este acționat de o forță 
armonică de amplitudine Fy =10 N . Variind pulsatia forței excitatoare, se obţine o 


amplitudine maximă X, =60 mm la pulsatia de rezonanță o, = 14 rad/s. Dacă se 
ataşează sistemului o masă m, = 2 kg , amplitudinea maxima devine X, =80mm. 


Să se determine masa m, rigiditatea k şi coeficientul de amortizare c. 


Răspuns: m= 2,57 kg, k = 503,72 N/m, c=119 Ns/m. 


2.E15 O masă m=5 kg este ataşată de un arc cu rigiditatea k =1 N/mm 
şi este acționată de o forță armonică de amplitudine Fọ =10N şi frecvență 
f =2 Hz. Să se determine: a) amplitudinea X, a vibratiilor forţate ale masei m; b) 
amplitudinea X, a vibratiilor forțate când o masă m, =2 kg este adăugată masei 
m; c) coeficientul de amortizare vâscoasă c al unui amortizor legat în paralel cu 
arcul şi care reduce amplitudinea vibratiilor la valoarea inițială. 


Răspuns: X, =47,3 mm, X, =92,5 mm, c=103 Ns/m. 


2.E16 Utilizând metoda lui Rayleigh, să se calculeze pulsatia proprie 
fundamentală a barelor din fig. 2.74, folosind deformata aproximativă dată alăturat. 
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Fig. 2.74 
Răspuns: a) o, =1,612 =) æ = 6,928 z = ; 
ml ml? (1+0,4857 pAL/m) 


EI 
c) a, =4,935 Fd =e on 
m 4 P 


2.E17 Utilizând metoda lui Rayleigh, să se calculeze pulsatia proprie 
fundamentală a vibratiilor axiale ale barei din fig. 2.75 folosind o funcție cu 
variație liniară deplasărilor longitudinale. Se consideră m = 2 pA4/. 


> 0,655 JE 
Răspuns: o, = —. 
t Vp 


3. 
SISTEME CU DOUĂ GRADE DE LIBERTATE 


Numărul gradelor de libertate ale unui sistem în vibraţie este egal cu 
numărul coordonatelor independente necesare pentru a descrie complet mişcarea 
sistemului. 


În acest capitol se studiază sistemele cu două grade de libertate, fiind cel 
mai simplu caz de sistem discret, şi o introducere în studiul sistemelor cu un număr 
finit de grade de libertate. In acest scop se introduce notația matricială, care de fapt 
nu este necesară studiului sistemelor cu numai două grade de libertate. 


În capitolul 2 se arată că vibrația liberă a unui sistem neamortizat cu un 
grad de libertate este o mişcare armonică la frecvența proprie a sistemului, numită 
vibraţie proprie (naturală). În schimb, vibrația liberă a unui sistem neamortizat cu 
mai multe grade libertate este o mişcare periodică, şi constă din suma mai multor 
vibrații proprii simultane, fiecare implicând o anumită frecvență proprie şi formă 
deformată, numite moduri proprii (naturale) de vibraţie. Mişcarea într-un mod 
propriu de vibraţie este sincronă şi armonică în toate coordonatele sistemului. 


Răspunsul dinamic al unui sistem discret poate fi descris de un sistem de 
ecuaţii diferenţiale ordinare simultane. Printr-o alegere judicioasă a coordonatelor, 
numite coordonate modale sau principale, ecuaţiile pot fi decuplate şi rezolvate 
independent una de alta. Coordonatele modale reprezintă combinaţii liniare ale 
deplasărilor reale. Invers, mişcarea sistemului poate fi privită ca o suprapunere de 
vibrații în modurile proprii definite de coordonatele modale. 


Un sistem cu două grade de libertate are două frecvenţe proprii şi, în 
vibrații forțate, pentru amortizări reduse, poate avea două rezonanţe. Răspunsul 
liber la o excitație iniţială şi răspunsul forţat la o excitație externă pot fi exprimate 
în funcție de cele două moduri proprii de vibraţie ale căror forme deformate sunt 
definite de vectori ortogonali, ponderati de matricile de masă sau de rigiditate. 
Răspunsul forțat la excitație armonică se poate obţine uşor utilizând regula lui 
Cramer. Rezonanta apare atunci când frecvenţa excitatoare devine egală cu una 
dintre frecvențele proprii ale sistemului. Antirezonanta poate apare la o frecvență 
egală cu frecvența proprie a unui subsistem masă-arc. 
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În acest capitol se discută în primul rând calculul frecvenţelor proprii şi al 
formei modurilor proprii de vibraţie. Vibratiile forțate sunt analizate întâi pentru 
sisteme neamortizate, folosind analiza modală şi analiza spectrală directă, apoi 
pentru sisteme amortizate. 


3.1 Vibratii de translație 


In continuare se studiază sisteme masă-arc cu două grade de libertate, în 
care masele au mişcare de translație unidirectionala. 


3.1.1 Ecuațiile de mişcare 


Se consideră sistemul din fig. 3.1, a compus din masele m, şi m, , ataşate 


de puncte fixe prin arcurile k, şi k3, şi cuplate între ele prin arcul k3. 


a 
MX, M, Xo 
kyx, ke (x, X2) ieee 
a a 
b 
Fig. 3.1 


Dacă masele sunt ghidate să se mişte pe o singură direcție orizontală, 
configurația sistemului la un moment dat este complet determinată de deplasările 
instantanee x, şi x, fata de poziţiile de echilibru static. Sistemul are două grade de 


libertate. 


Cu ajutorul diagramelor forțelor din fig. 3.1, b şi folosind principiul lui 
d'Alembert (echilibrul dinamic al forțelor de inerție şi al celor efectiv aplicate), 
ecuațiile de mişcare se pot scrie 


mı ¥ı +k, xy + ka —x2)=0, 


maia +3 x> ko —x2)=0, 
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sau sub forma 
m,x,+(k,+k,)x,—-ky x2 =0, 


(3.1) 


my ¥y—kyx,+(ky +k) x7 =0. 


Acesta este un sistem de două ecuaţii diferențiale liniare “cuplate”, cu 
coeficienți constanti. Cuplajul între cele două coordonate este produs de arcul k,. 


Dacă k,=0, ecuațiile (3.1) devin independente, iar sistemul din fig. 3.1 
degenereaza in doua sisteme vibratoare cu cate un grad de libertate. 


Ecuatiile (3.1) se pot scrie matricial 


m O | |X, [atk —k, 1]Xu| JO (3.2) 
0 ay | as -k> k+k |x| lol i 


sau în formă compactă 
[mH ele o )=t0), (3.3) 


unde [m ] este matricea de masă, |k] este matricea de rigiditate iar {x} este 
vectorul coloană al deplasărilor. De notat că matricile pătrate sunt notate cu 


paranteze drepte iar vectorii coloană sunt notati cu acolade. Matricea de masa şi 
matricea de rigiditate sunt simetrice, deci egale cu transpusele lor 
T T 
[m]=[m]", [k] [k]. (3.4) 


Matricea maselor este diagonală. Cuplajul este produs de elementele 
nediagonale are matricii de rigiditate. 


3.1.2 Vibratii libere. Moduri proprii de vibraţie 
Interesează în ce condiţii cele două mase au mişcări armonice sincrone, 
când sistemul se comportă ca un sistem cu un grad de libertate în vibrații proprii. 
Se aleg soluţii de forma 
x,(t)= a] cos(wt -9), 
x,(t)= ay cos(wt -9), 


şi se studiază în ce condiţii o astfel de mişcare este posibilă. În această mişcare, 
raportul între deplasările instantanee ale maselor este constant în timp 


x, (t)/x>(t)= a: /a2 = const. (3.6) 


Configurația sistemului nu se modifică în timp, forma deformată rămâne 
asemenea cu ea însăşi în orice moment. 


(3.5) 
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Înlocuind soluţiile (3.5) în ecuaţiile diferenţiale (3.1), rezultă sistemul 
algebric omogen 


(ki +k -moa ka =0, 
(3.7) 
~ kya, +(ky +k, -m,0°)a, =0. 


Ecuatiile omogene simultane (3.7) au solutii nebanale (diferite de zero) 
daca determinantul coeficienţilor a, şi a» este zero 
ke +k) -m o’ -k 


=0. 3.8 
— k; + ko -m3 02 ( 


Dezvoltând determinantul se obţine 


ot | th ata a, Rua lt haha _ 
my My mM 


0 (3.9) 


care este o ecuaţie de gradul doi în o? numită ecuaţia caracteristică sau ecuația 
pulsatiilor proprii. Rădăcinile a si a sunt reale şi pozitive. Mărimile @, şi @, 
se numesc pulsații proprii sau pulsafii naturale, deoarece depind doar de masele şi 
rigiditatile sistemului. 

Deoarece sistemul ecuaţiilor (3.7) este omogen, nu pot fi determinate 


amplitudinile a, şi a, ci numai raportul acestora =a, / a. 


La pulsatia @ |, raportul amplitudinilor este 


k; +k, -m a; 
a 3 + K2 — M @1 

dj 1 ky 
iar la pulsatia œ, , raportul amplitudinilor este 

k; + k, — m, 03 
a uta = Mig es 
=|] = (3.11) 
a] 2 k> 


Rapoartele (3.10) şi (3.11) determină forma deformată a sistemului în 
mişcările sincrone cu pulsațiile æ; , respectiv ©. Dacă se dă o valoare arbitrară 


unui element din fiecare raport (de exemplu, numitorului), valoarea celuilalt 
element rezultă din expresiile de mai sus. Acest proces se numeşte normalizare. 


Pulsațiile proprii şi rapoartele amplitudinilor corespunzătoare determina 
condițiile în care pot avea loc mişcări armonice sincrone ale celor două mase, adică 
moduri proprii de vibraţie. Un mod propriu de vibrație este definit de doi 
parametri: pulsatia proprie şi forma modală. Formele modale pot fi reprezentate 
prin vectorii coloană 
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(3.12) 


numiți şi vectori modali. 


În relaţiile (3.12) vectorii modali sunt normalizati cu primul element egal 
cu l. Se spune că vectorii normalizati reprezintă forma modurilor normale de 
vibraţie. 


Cele două mişcări sincrone posibile sunt date de 
(x(t) = Cu {u} cos | oir- ei), 
{x(t)}, = Ca {u } cos (wt -9), 
iar soluţia generală a vibratiilor libere este 
oreo +20} atu), coslore—o1)+C,{u} coslene—9).0.14) 


În expresia (3.14), cele patru constante de integrare C,, C2, pi, p> se 


(3.13) 


de libertate este o mişcare periodică obținută din suprapunerea a două moduri 
proprii de vibrație, adică a două mişcări armonice cu pulsatii egale cu pulsatiile 
proprii ale sistemului. Se poate arăta că pentru viteze inițiale nule şi deplasări 
inițiale proporţionale cu cele dintr-un mod propriu de vibraţie, mişcarea liberă este 
sincronă şi pur armonică, la pulsatia proprie a modului respectiv. Un sistem poate 
vibra liber într-un mod propriu de vibraţie dacă forma deformată inițială este 
asemenea cu forma modului respectiv. 


Exemplul 3.1 


Se cer modurile proprii de vibraţie ale sistemului din fig. 3.2. 


ae (eas 


2m m 
(Cm o: ome) 
oa A 


Fig. 3.2 


Rezolvare. Ecuațiile de mişcare se pot scrie 
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e lee «et oh 
0 m| |x, -k k | {x 0 
Presupunand solutii de forma 
{x}={uJcos (ot-g) 
se obtine sistemul algebric omogen 
( 3k-2@°m Ju, —ku,=0, 
—kuj +(k-o%m)u, =0, 
sau, impartind prin k, 
(3-2a)u,-u=0, 
—u,+(1-a)u,=0, 
unde s-a notat 
a = mo? / k. 


Condiția de a avea soluții nebanale este 


=0, 2a°~ —-5a+2=0, 
-1 1-a 
cu rădăcinile 
a =1/2, A, =2. 


Pulsatiile proprii sunt 
1 Jk k 
OF, o, =V2,/—. 

ia SE 
Alegand primul element egal cu 1, primul vector modal este dat de 
Pee. ha as A 

ai ae 1 =0, 

he see l-a; |2]; |7 3 2 
iar al doilea vector modal este calculat din 
[3-2a@, -1 Jfa, [-1 -1]f1 m 
[= => |f, l-ai aij 


Forma modurilor proprii de vibrație este prezentată în fig. 3.3. In primul 
mod de vibraţie, cele două mase se deplasează în aceeaşi direcţie, amândouă spre 
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dreapta sau amândouă spre stânga, deplasarea masei m fiind dublă fata de 
deplasarea masei 2m. In modul al doilea, cele două mase se deplasează egal in 


direcții opuse. Mijlocul arcului k nu se deplasează, deci este un punct nodal (nod de 
vibraţie). Dacă acest punct ar fi fixat, mişcarea în modul respectiv nu s-ar modifica. 
Arcul dintre mase ar fi împărţit în două arcuri de rigiditate 2k fiecare. Masa 2m 
este astfel legată de puncte fixe prin două arcuri de rigiditati 2k (în paralel) cu o 
rigiditate echivalentă 4k , în timp ce masa m este legată de un punct fix prin un arc 
de rigiditate 2k , ambele subsisteme având aceeaşi pulsatie proprie egală cu o; . 


Modul 1 2 


Modul 2 
À Ky |-1 


Fig. 3.3 


Rezumând, primul mod propriu de vibrație are pulsația proprie 


| 1 
O) DES £ şi o formă modală fu A = , iar al doilea mod propriu are 
J2 m 2 


; . k 3 3 > 1 é 
pulsatia proprie @, = /2,/— si o forma modala {u b = it” Daca masele 
m 2 
sistemului sunt deplasate initial cu x, =1 şi x, =2 apoi lăsate liber, mişcarea 
sistemului va fi armonică cu pulsatia œ; = 0,7074/k/m . Dacă deplasările inițiale ar 


fi x; =1 şi x, =-1, mişcarea va fi armonică cu pulsatia o =1,414,/k/m. 


3.1.3 Ortogonalitatea modurilor proprii 


Înlocuind soluţiile (3.13) în ecuaţia (3.3), se obţine 
[k Huj = com u), (3.15, a) 


[k ]{u}, =o3[m ]{v},. (3.15, b) 
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Inmultind în (3.15, a) la stânga cu {u y rezultă 


{fu P[k fu} = ou im ]{u},. (3.16) 
Daca se transpune (3.15, b) şi se inmulteste la dreapta cu fu H rezultă 
{u j [k Hu} = 03 {u Ja [m hu). (3.17) 
Scăzând (3.16) din (3.17), pentru @ 2 0», se obţine 
(a) [m tu), =0, (3.18) 
si calculand transpusa 
{u Yi [m {u}, =0. (3.19) 
Înlocuind (3.18) în (3.16) se obţine 
fuh [i Hu} =0 (3.20) 
şi calculând transpusa 
(a) Lk] {uj =0. (3.21) 


Relațiile (3.18)-(3.21) arată că vectorii modali sunt ortogonali în raport cu 
matricele de masă şi de rigiditate. De notat diferenţa faţă de ortogonalitatea 


obişnuită a doi vectori {a} şi {b}, care se scrie sub forma {a N (p \=0. Se 
spune că vectorii modali sunt ortonormali (ortogonali şi normalizati). 


3.1.4 Coordonate modale 


Dacă în expresiile (3.13) se notează 
qı(t)= C; cos (o\t-¢9)), 


3.22 
qn(t)= Ca cos (@t- 9), oe 


solutia (3.14) devine 
(= atte b q2. (3.23) 


Relaţia (3.23) se poate scrie sub forma 
COl ta] tul) eza 


unde 
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[u]=| {u} fut (3.24) 


se numeşte matricea modală. Coloanele matricii modale sunt vectorii modali. 
Înlocuind (3.23) în (3.3), inmultind la stânga cu {u i (r = 1,2) şi ţinând 
cont de relațiile de ortogonalitate, se obține 
M,4,+K,q, =9, (3.25) 
unde 
T T 

M,={u},[m]{uj,, K, ={u} tu), (3.26) 

sunt masa modală, respectiv rigiditatea modală a modului r. 


Valorile maselor şi rigiditatilor modale depind de normalizarea vectorilor 
modali. Când normalizarea se face impunând valori egale cu 1 maselor modale, 
rigiditatile modale sunt egale cu pătratele pulsatiilor proprii respective. 


Din relaţiile (3.15) se obţine pulsatia proprie în funcție de vectorul modal 


a mt), 


Câtul lui Rayleigh este definit prin raportul 


o = duj, Le] ta, r=1,2 (3.27) 


[k] tu} 
R({u})= es Lk] tu) i (3.28) 
tu} [m] {u} 
Dacă vectorul {u} coincide cu unul din vectorii modali ai sistemului, 


atunci câtul se reduce la pătratul pulsatiei proprii respective. Catul lui Rayleigh are 
o valoare staționară în vecinătatea unui vector modal. Astfel, dacă fu} este un 


vector ales arbitrar, care diferă puțin de primul vector modal, atunci R ( fu \) are o 
valoare foarte apropiată de pătratul primei pulsatii proprii şi totdeauna mai mare. 


Transformarea liniară de coordonate (3.23) decuplează ecuaţiile de 
mişcare. Coordonatele (3.22), în care ecuațiile de mişcare sunt independente, se 
numesc coordonate principale sau coordonate modale. 


Înlocuind (3.23, a) în (3.3) şi inmultind la stânga cu [u |? se obtine 


[ee] m] [ae ela] [a] lu a f= 10}, (3.29) 


[M]ta}+[K ]{4}= {0}, (3.29, a) 


unde matricile diagonale 
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[m ]=[u]" [m] [u] si [K ]=[u] [k] lu] (3.30) 


sunt matricea de masă modală, respectiv matricea de rigiditate modală. 


Transformarea de coordonate (3.23, a) diagonalizează simultan matricile 
de masă şi de rigiditate. După rezolvarea separată a ecuaţiilor decuplate (3.29, a), 
coordonatele modale pot fi înlocuite în (3.23, a) pentru a obţine coordonatele fizice 
din spaţiul configuratiilor. Această metodă se numeşte analiză modală. Analiza 
modală foloseşte o transformare de coordonate liniară bazată pe matricea modală 
pentru a decupla ecuaţiile de mişcare ale unui sistem în vibraţie. 


3.1.5 Răspunsul la excitație armonică 
Se consideră vibraţiile forțate ale sistemului din fig. 3.4, sub acţiunea 


forțelor fi (7) şi f(t) aplicate masei m, respectiv m». 


x x 
ic meee se 


Fig. 3.4 


Ecuatiile de miscare sunt 
mı X, +(ky o ea — ha x2 =f, 
My Xy— ky xı + (k; thy )x2 = fa ert 
sau, in forma matricială compacta, 


[m] {z} [k] {x fats}, (3.31, a) 


unde {f } este vectorul coloană al forțelor exterioare. 


3.1.5.1 Rezolvarea prin analiză modală 


Înlocuind (3.23, a) în ecuaţia (3.31, a), şi inmultind la stânga cu [u le se 
obtine 
[m | ] {a} {E}, (3.32) 
unde 


(F}=[u]}"{s} (3.33) 


este vectorul coloana al fortelor modale. 
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In cazul excitatiei armonice 


(=F } cosas, (3.34) 


raspunsul stationar este 


{x}={} coswt, {q}={G} cosat, (3.35) 
unde o “căciulă” deasupra literei denotă amplitudinea. 


Înlocuind (3.34) şi (3.35) în (3.32) rezultă 


[-o fim P(x] J" UF f= (2), (3.36) 


rrou Ca) ze Pai a a 00 
E: ae lu IF) 
Ve aot, a Eee ala Ea) 


Ecuația (3.23) scrisă pentru amplitudini devine 


(3 }={u} +u h &. (3.39) 


Înlocuind (3.37) şi (3.38) în (3.39) se obţine vectorul amplitudinilor în 
coordonate fizice 


je tuf Heh lua Ju 
beta), otil), turta 


(3.40) 
Elementele vectorului {x \ au forma 
TÍ; TIa 
= dh V) ae Ub UI) ithe, (3.41) 
K,-@ M, K,-@ M, 
TÍ} T3 
a (3.42) 


K,-o°M, K,-@°M, 
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Exemplul 3.2 


Se consideră sistemul din fig. 3.2 acţionat de forțele armonice 
fi = fucosot şi f,=f,cos@t. Să se calculeze amplitudinile răspunsului 
staționar şi să se traseze curbele receptantelor pentru f, =0. 


Rezolvare. Ecuațiile de mişcare se pot scrie 
2m 0 Bat re 3k = k XI = fi 
0 ml] |-k k hal lnl 


Folosind transformarea de coordonate 


(llai lar itela a] 


şi inmultind la stânga cu transpusa matricii modale, se obține 
i alo ale atanh ale ele ahel Alt 
1 —1|| 0 m||2 -I}|q@J |1 -1||-k k |2 —1|la| I1 -1b 
sau 
E alale allel i rN) 
0 3m}\42 0 6k} lg fi fa Fy 


In cazul excitatiei armonice { f \ = | f | cos ot, răspunsul staționar este 
{q }={å }cos øt . Amplitudinile coordonatelor modale sunt 


A F A fu + 2fa a F, fi fa 


es 3k (1-0/0?) caer eae 6k (1-0? /03) 


Amplitudinile în spaţiul configurațiilor sunt elementele vectorului 


3k (1- 02/02) 6k (1 02/02) 


Când f) =0 şi fi = f „vectorul amplitudinilor se poate scrie 


3 (1- 02/02) (1 02/02) 
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iar receptantele sunt 


x, 1 1 i 2 -1 
A pi = 3 F yo ia 7 = 3 T ce 
Shieh le To E ae ee 
O, QO, O, 0» 
sau 


Fig. 3.5 


Rezonanţele apar la o, = ee ŞI @,= NP) a , când pulsația 


excitatoare devine egală cu una din pulsatiile proprii ale sistemului. Când 
k ; $ SA ră a 

@=@,=.,|—, prima masă este fixă in spațiu, x, =0, în timp ce masa a doua 
m 


vibrează, x, #0, condiţie definită ca antirezonanță. Pulsatia de antirezonanta este 


egală cu pulsatia proprie a subsistemului format din arcul k şi masa m. Acest 
subsistem este numit absorbitor dinamic de vibrații. Energia introdusă într-un ciclu 
de vibraţie de forța aplicată este absorbită de această parte a sistemului, menţinând 
masa 2m fixă în spaţiu, condiţie urmărită in multe aplicaţii practice. 
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3.1.5.2 Rezolvarea prin analiză spectrală 


Înlocuind (3.34) şi (3.35) în ecuaţia (3.31, a), rezultă 


(Le 2 [m]){z}={7}, (3.43) 


{¢}=([k]-o?[m]) {Ft (3.44) 


Ecuația (3.43) reprezintă un sistem liniar de ecuații algebrice care poate fi 
rezolvat folosind regula lui Cramer. Inversarea din ecuaţia (3.44) nu se face practic 
niciodată, preferându-se rezolvarea sistemului (3.43). 


sau 


Exemplul 3.3 


Se consideră sistemul din fig. 3.2 acţionat de o forță armonică 
fi = fi cost. Se cere să se calculeze amplitudinile răspunsului staționar prin 
analiză spectrală directă. 


Rezolvare. Ecuațiile de mişcare (3.31) se scriu 
2mxX,+3kx,-kx =f; cosat, 
MXy-—kx,+ kx, =0. 


Inlocuind soluţia (3.35) în ecuaţiile de mai sus, rezultă un sistem de două 
ecuaţii algebrice liniare 


(34-0? 2m)%,-ki, = fu 
Fă, +(k-02m)z =0. 


Folosind regula lui Cramer, se obțin amplitudinile x, şi x, sub forma 


1 —k $ 
ae 0 k-w*m _ (k-o'm)f 
G 2225 -k l 2 2 2° 
osm (3k-o 2m\(k- 0 m)-k 
-k k — m 
3k — c22m 1) 5 
ran -k 0 E k f 
teap kl 2 2 27 
O am (x-o 2m\(k-0 )-x 
-k k-@°m 


sau, într-o formă apropiată de cea obținută prin analiză modală 
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(ie) y 
m 


— , D= 
2n| i (2 o) 2m k JE o) 
2m m 2m m 


La numitor apare determinantul caracteristic, care face ca amplitudinile să 
crească la infinit atunci când pulsatia excitatoare devine egală cu una din pulsatiile 
proprii. Sistemul are două rezonanțe. 


A 


XI = 


3.2 Vibratii de torsiune 


In cele ce urmează se studiază sisteme disc-arbore cu două grade de 
libertate, în care discurile rigide au vibrații unghiulare fata de axa arborelui. 


3.2.1 Ecuațiile de mişcare 


Se consideră sistemul din fig. 3.6, a compus din două discuri cu momente 
de inerție masice polare J, si J», kgm? „ montate pe arbori cu rigiditati torsionale 
K,, K, şi K3, Nm/rad, de masă neglijabilă. 


b hË, 


Fig. 3.6 


Fie 0, şi 0, unghiurile instantanee ale discurilor fata de poziția de 


echilibru static. Utilizând diagramele de momente din fig. 3.6, b şi principiul lui 
d” Alembert (echilibrul dinamic al cuplurilor exterioare şi de inerție), ecuaţiile de 
mişcare se scriu sub forma 
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J,0,+K, 0, +K,(0,-0,)=0, 

Jy 5 +K,0,-K,(0,-0,)=0, 
sau 

Ji d, +(K, +K,)8, - K, 0, = 0, 


4 (3.45) 
J, 0, —K, 0, +(K; +K,) 0, =0. 


Acesta este un sistem de ecuatii diferentiale asemanator sistemului (3.1). 
Există o analogie completa între sistemele în vibrații de translație şi cele in vibrații 
torsionale, echivalentul arcurilor, maselor şi forțelor fiind respectiv arcurile de 
torsiune, discurile (care au momente de inerție masice) şi cuplurile. Toate 
rezultatele stabilite în $3.1 se pot aplica sistemelor torsionale. În continuare se 
studiază doar sisteme care pot avea mişcări generale de corp rigid, fără 
constrângeri. 


3.2.2 Sistemul disc-arbore-disc 


Arborele dintre o pompă (sau un ventilator) şi motorul electric de acţionare 
se poate roti în lagăre ca un corp rigid. Există numeroase sisteme inginereşti care 
pot fi modelate printr-un sistem torsional cu două discuri, fără constrângeri la 
rotație (fig. 3.7). Cele două discuri, care modelează rotoarele motorului şi maşinii 
antrenate, sunt legate printr-un arc torsional care modelează arborii (conducător şi 
condus ai) celor două maşini şi cuplajul dintre aceştia. 


Momentele de inerție masice polare ale discurilor se notează J, şi J, , iar 
rigiditatea torsională a arborelui de masă neglijabilă se notează K =G/, / oe 
Ecuatiile de miscare 
J\0,+K0,-K0, =0, 
7 (3.46) 
J,0,-K0,+K6,=0, 


pot fi scrise matricial 


(A | Le lett ea 
sau, in formă compactă, ee 


Matricea de rigiditate | K | este pozitiv semidefinită. Deoarece sistemul nu 


este legat de un reper fix, matricea de rigiditate este singulară. Sistemul se poate 
roti liber, având o mişcare de corp rigid în care energia potenţială este nulă. 
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Aparent, sistemul are două grade de libertate. Totuşi, adunând ecuaţiile 
(3.46), se obţine 


JÖ +J 65 =0, (3.47) 


astfel că cele două coordonate 0; şi 9, nu sunt independente. Integrand, se poate 


obţine o relaţie de legătură între ele, care poate fi utilizată pentru a elimina una din 
coordonate din formularea problemei. 


Fig. 3.7 


Împărțind prima ecuaţie (3.46) cu J}, a doua ecuaţie cu J, şi scăzând 
ecuaţiile rezultate, se obţine 


ă, [EA (a 0,)=0. (3.48) 


Notând unghiul de răsucire 0, — 0, = 0 , ecuația (3.48) devine 


SILLE T (3.48, a) 
J, +J> 


care are forma ecuaţiei de mişcare a unui sistem cu un grad de libertate. 
3.2.2.1 Modurile proprii de vibraţie 


Înlocuind în (3.46) soluţii de forma 


6,(t)=a, cos (ot-9), 


0,(t)=a, coslø t-o), (3.49) 


se obține sistemul de ecuații algebrice liniare 
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(k -J,0)a;-Kay =0, 


; (3.50) 
“Kael Kia Ja, =0. 
Împărțind prin K şi notând 

wo J/K =a (3.51) 


ecuaţiile (3.50) devin 
(1-a )a,-a, =0, 
3.52 
-ashi- az -o ( ) 
J 


Ecuațiile omogene simultane (3.52) admit soluţii nebanale dacă 
determinantul coeficienţilor variabilelor a, şi a este zero 


l-a -1 
1 1-a"? (3.53) 
1 
sau 
eae al Pears ee (3.53, a) 
Ji Ji 


Soluţiile ecuației (3.53, a) sunt 
a, =0, A, =14+J5,/Jy. (3.54) 


Prima pulsatie proprie este data de a = 0 iar a doua de 


os sean (3.55) 


Radacina o? =0 arată că sunt posibile deplasări de corp rigid. Acestea pot 


fi produse de o deplasare unghiulară statică sau de rotirea cu viteză unghiulară 
constantă. Ele nu sunt vibrații propriu-zise. Soluțiile ecuațiilor (3.46) sunt de forma 


6,(t)= Ci + Ct +C; sin æ, t + C4 cos Myf, 
6,(t)= Ci, +Cyt+ | 1-0 /K)lc; sin Ø, t + C4 cos» t), 
unde C],..,C4 sunt constante de integrare. 


Formele modale sunt determinate de raportul 4 = a, /ą =1-4& . 
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Pentru primul mod 
pi = (a2/a), =l-a=l, (3.56, a) 
ambele discuri au aceeaşi deplasare unghiulară, ceea ce defineşte o rotaţie de corp 
rigid în care arborele nu este răsucit. 


Pentru modul al doilea 
u =(ay/a,). =1-@) =-J,/Jo, (3.56, b) 


discurile vibrează in opoziţie. Arborele are un punct nodal dispus mai aproape de 
discul cu moment de inerție mai mare. 


Formele modurilor proprii de vibraţie sunt prezentate în fig. 3.8. 


@;=0 


7 
Modul 2 J 
nod J, 


Fig. 3.8 


3.2.2.2 Răspunsul la excitație armonică 


Se consideră sistemul din fig. 3.6, acţionat de un cuplu armonic 


M (t) = My cosæt (ne figurat) aplicat discului al doilea. Ecuațiile de mişcare sunt 
I,6,+K0, -K 0, =0, 

i (3.57) 

J203 -K0,+K0, = My cos at. 


Vibratiile stationare ale acestui sistem sunt de forma 


0,(t)=0, cost, 0,(1)=0, cosor. (3.58) 
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Rezultă ecuaţiile algebrice 


(k-s,0°)0,-K®, =0, 


(3.59) 
-K0, +(K-J,07) 0, = M9. 


Fig. 3.9 


(3.60 
-0,+{1- a] o, = Mo. ) 


0 T M, 
, | 
O= f = o (3.61) 
l-a -1 | Ath), K 
ae ee 0 Jy 
Ji 
B: 0| Mo 
-1 1| K = 
0, = = ei Ma (3.62) 
l-a -1 A Ath), K 
4 12a) di Jy 
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Amplitudinile ©} şi ©, sunt reprezentate grafic în fig. 3.9 în funcţie de 


pulsatia excitatoare. Ambele amplitudini unghiulare devin infinite când numitorul 
expresiilor (3.61)-(3.62) este zero, deci când pulsatia cuplului exterior devine egală 
cu una din pulsaţiile proprii. Există un fel de “rezonanţă la pulsatie nulă” 
corespunzătoare modului de corp rigid şi o rezonanță adevărată la 


Amplitudinea discului al doilea este zero când a=l1. Această 
antirezonanță apare la w=,/K/J, , pulsatia proprie a subsistemului format din 


arbore şi primul disc, care acţionează ca un absorbitor dinamic şi menţine discul al 
doilea fix în spațiu. 


3.2.2.3 Tensiuni dinamice 


Amplitudinea unghiului de răsucire al arborelui este 


40=0,-0,= : Mi (3.63) 
Jr [Sits a] K 
Ji Jy 


Notând momentul de rasucire în arbore prin M,=M, cosat, 


amplitudinea sa este 


= K A@ = (3.64) 


Tensiunile tangentiale de răsucire sunt de forma t=7,) cos@t, iar 
amplitudinea lor este 


To =M /W, ; (3.65) 
unde W, este modulul de rezistență polar al secțiunii transversale a arborelui. 


Dacă arborele transmite o putere N, la viteza unghiulară constantă oy, 
atunci tensiunile de forfecare “statice” sunt 


ty =M,, /W, =N/loy Wp). (3.66) 


Utilizând valorile lui Tọ $i Ty se poate face un calcul al coeficientului de 
siguranta la oboseala, considerand o variatie in timp a tensiunilor ca in fig. 3.10. 
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Th 
To 
£ AAT 
t 
Fig. 3.10 


Exemplul 3.4 
Sistemul torsional din fig. 3.6 este actionat de un cuplu armonic de 
amplitudine My = 10*Nm şi pulsatie w=314 rad/s (ne figurat). Ambele discuri 


au acelaşi moment de inerție masic polar J =57 kgm’. Arborele are lungimea 
£=0,4m, diametrul d = 0,14m şi modulul de elasticitate transversal G = 81GPa. 
Se cere amplitudinea tensiunilor tangentiale dinamice din arbore. 


Rezolvare. Secțiunea transversală a arborelui are caracteristicile 
1, =zd*/32=0377-10%mm* şi W, =mæd?°/16=0,538-10fmm°. Rigiditatea 
torsională este K=GI a / 0=7,63-10? Nmm /rad. Raportul adimensional 


a=Jo7 [K =0,735. Unghiul de răsucire 40=My/K(2-a)= 0,001036 rad. 
Amplitudinea momentului de răsucire dinamic este M,, = Mo / (2 — a) = 7910 Nm. 


Amplitudinea tensiunilor tangentiale dinamice este To = M, i W, =14,7 N / mm? . 


3.2.3 Sisteme cu roti dinţate 


Sistemul torsional din fig. 3.11, a are un angrenaj cu roti dinţate. Pinionul 
de pe arborele / are raza (cercului primitiv) r, iar roata de pe arborele 2 are raza 


r3. Se presupune că roţile dinţate sunt rigide, de inerție neglijabilă şi în contact 
permanent. Raportul de transmisie este 


0 
jale es, (3.67) 
AD ny 0, 


unde n, şi n, sunt turatiile celor doi arbori, 0, şi 0, sunt deplasările unghiulare 
corespunzătoare. 
Sistemul torsional cu roti dinţate este redus la un sistem echivalent fără roti 


dințate (fig. 3.11, b). În procesul de reducere, rigiditatea arborelui echivalent se 
determină din condiția egalității energiilor potenţiale 
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2 2 
(x 0 Hes E (xo Jeg > 
de unde rezultă 
9 2 2 
n ap) 
Kecn E | a K real -| se K real = K real : (3.68) 
ech ech 


Fig. 3.11 


Momentul de inertie masic polar al discului echivalent se determina din 
conditia egalitatii energiilor cinetice 


E 6? ea = (J 6? ba > 
de unde rezultă 
6 2 2 
n E 
J ech a | a J real = | rea! J real = i veal è (3.69) 
ech Nech 


Alegând arborele / ca referință, parametrii echivalenti ai arborelui 2 sunt 
(fig. 3.11, b) 


2 2 
Ky ech Și K2, Joeck =U J2. (3.70) 


Cand roţile dinţate au inerție neglijabilă, se aplică următoarele reguli 
pentru construcția sistemelor echivalente: Se înlătură toate roțile dinţate si se 
înmulțesc toate rigiditatile şi momentele de inerție cu i > unde -i este raportul între 
turatia arborelui redus şi turatia arborelui de referinţă. 
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După determinarea formei modurilor de vibraţie ale sistemului echivalent, 
formele modale şi momentele de răsucire ale sistemului real se obțin utilizând 
relațiile de compatibilitate 


Oreal | Ooch =-i, M ech |M real ia (3.71) 


3.2.4 Sisteme ramificate cu roti dinţate 


Sistemul ramificat din fig. 3.12, a are roti dințate şi arbori cu inerție 
neglijabilă. El poate fi înlocuit prin modelul echivalent din fig. 3.12, b în care 
raportul de transmisie este -1, inmultind rigiditatea şi momentul de inerție din 
ramura 2-3 cu pătratul raportului de transmisie. Momentele de răsucire şi 
deplasările unghiulare în ramura redusă echivalentă diferă de valorile reale, 
conform relațiilor (3.71). 


Fig. 3.12 


Ecuațiile de mişcare se pot scrie folosind metoda elementelor finite. Un 
arbore de secțiune constantă este considerat un element finit cu rigiditate la 
torsiune K. Punctele de legătură ale arborelui cu alte componente ale sistemului 
vibrator se numesc noduri (nu trebuie confundate cu punctele fixe ale formelor 
modale), fiind numerotate / şi 2 în fig. 3.13. 

Cuplurile M, şi M, pot fi exprimate în funcţie de rotirile 0, şi 6; 


utilizând ecuaţiile de echilibru şi relaţiile cuplu/rotatie 
M,=-M,=K0, pentru 0,=0, 


(3.72) 


Ecuatiile (3.72) se pot scrie matricial sub forma 
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M, K -K|(4 
= (3.73) 
M,| -K Rl 
sau condensat | M = [e || a}. unde [k | este matricea de rigiditate a 
elementului. 


Fig. 3.13 


Utilizând ecuația (3.73), relaţia cuplu-rotatie pentru fiecare arbore din fig. 
3.12, b se poate scrie 


(le “alte belle elle) 
ele pal 


Cele trei relaţii de mai sus se pot expanda după cum urmează 


M, K 0 -K, 0|[8, m) [o 0 o ofa 
M| 10 0 0 ojja M| |0 K, -K, 0]]e 
M;{ |-K 0 K 0||@/’ |m [| |o -K, K, ollel 
M, 0 0 0 olla M,} lo 0 o olla 

M) [00 0 0 |[8 

M,| |0 0 0 |} 

Ma] lo 0 K =R 10 

M,| 0 0 -KĘ K, |a 


Cuplurile din sistem se obțin însumând cuplurile care acționează în fiecare 
nod. Adunând matricile de rigiditate expandate se obține 
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M 0 K -K 0 ||e 
a1 : : 7+. (3.74) 
Ma] | Ro RR ky Ky |G, 
Ma 0 0 SRy K, || 4% 


Utilizând condiţia la limită 0, = 0 , se obține matricea de rigiditate redusă a 
sistemului. Rezultă ecuaţiile de mişcare 


J, 0 olfä K, 0 -K, 6, 0 
0 Jz 0 Ö, T 0 K, - K, 6, = 0 (3.75) 
0 0 olll |-K, -K, K,+K,+K;|| 0 
Eliminând coordonata @; folosind a treia ecuaţie 
se obțin două ecuaţii de forma 
Tio 4 K (K, + K3) i Ki Ky ġe 
Ki +K, +K, Kı +K, + K3 (3.16) 
JÖ, AiK 0 + K,(K, + k3) 0, =0. 


Keke tky °° Kae, 


Dupa rezolvarea problemei de valori proprii, pentru a determina formele 
modale reale, amplitudinile unghiulare @, , determinate pentru sistemul echivalent, 


trebuie transformate în amplitudini reale folosind relațiile (3.71). Un procedeu mai 
direct de rezolvare este prezentat în $4. 1.3. 


3.3 Vibratii de incovoiere 


In acest paragraf se studiază bare şi cadre plane cu masa proprie neglijabilă 
pe care sunt montate mase rigide. La aceste sisteme este convenabilă utilizarea 


3.3.1 Flexibilitati (coeficienţi de influenţă) 


Bara în consolă din fig. 3.14, a este solicitată de forțele fı şi fọ aplicate 
în punctele 7, respectiv 2. Deplasările transversale (săgețile) pe direcţiile forțelor 
fi şi fa sunt y,, respectiv yz. 
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Asupra unei bare cu aceeaşi rezemare (fig. 3.14, b) se aplică o forţă de 
mărime egală cu unitatea, în punctul / pe direcția forței f,. Deplasările în / şi 2, pe 
direcțiile y, şi y), se notează 6,,, respectiv 6». O forță egală cu 1 aplicată in 


punctul 2 pe direcţia forţei fọ produce deplasările 5,» şi 5» (fig. 3.14, c). 


Relaţiile între forțele fi, fə şi deplasările totale y,, y> se pot scrie, 


aplicând principiul suprapunerii efectelor, sub forma 


Vi =O fi toy hr, 
2 =On fit On hr. 


(3.77) 


Prin definiţie, 6; este deplasarea (in punctul şi pe direcţia) coordonatei i 


datorită unei forte de amplitudine egală cu 1 aplicată (în punctul şi pe direcţia) 
coordonatei /. 


Fig. 3.14 


În notație matricial, relaţiile (3.77) devin 


vil fen Ol A 
ae a (3.77, a) 
Hilel} (3.78) 


unde [6 | este matricea de flexibilitate a sistemului. 


sau 


Matricea de flexibilitate este simetrică | 5 ihe =[ 6 ], în virtutea teoremei de 


reciprocitate a lui Maxwell: Deplasarea într-un punct al unei structuri produsă de 
o forță unitate aplicată in alt punct este egală cu deplasarea în al doilea punct 
produsă de o forță unitate aplicată în primul punct (deplasările — de translație sau 
rotație, se măsoară în aceeaşi direcţie ca sarcinile — forță sau moment). 
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Deoarece într-o ecuație de forma {f =[ i y} matricea [k] este o 
T 


1 


matrice de rigiditate, rezultă că [k]=[8 sau, echivalent, matricea de 


flexibilitate este inversa matricei de rigiditate 
[s|=k]. (3.79) 
Când în sistem sunt posibile mişcări de corp rigid, matricea [k] este 


singulară şi [5 ]=[& ]7' nu există. 


3.3.2 Ecuațiile de mişcare 


Pe bara cu greutate neglijabilă din fig. 3.15, a şi cu modulul de rigiditate la 
incovoiere EI = const. sunt montate masele m, şi m, în punctele / şi 2. Dacă 


interesează numai deplasările laterale ale celor două mase, mişcarea sistemului este 
complet determinată de deplasările y, şi yz, deci sistemul are două grade de 


libertate. 


m m 
vents A 4, 7 
FI 
a: Və 
b 
mi, i 
My, 
Fig. 3.15 


În vibrații libere (fig. 3.15, b), aplicând principiul lui d’Alembert, asupra 
sistemului actioneaza doar fortele de inertie 
fi my fa =—MV 2. (3.80) 
Înlocuind aceste forţe în relaţiile (3.77), se obţin ecuaţiile diferenţiale ale 
Mişcării 
Îmi +612 M272 ti =0, 


f | (3.81) 
z mY; +02 MY + y, =O. 


In notație matricială 


[a | }+ ty )=10). (3.82) 
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Matricea [b | poate fi descompusă în produs sub forma 


[ol] las some |-Lello G83) 


by, by nm ĉn m 
unde [m ] este matricea diagonală a maselor. 


În ecuațiile (3.81) cuplajul este produs de elementele nediagonale ale 
matricii de flexibilitate. 


3.3.3 Moduri proprii de vibrație 


Înlocuind soluții de forma 


{y}={a} cos (ot -g), (3.84) 
ecuaţia (3.81) devine 

- o pa )+ta)=10) 

[olfa ata). 6.85) 


Aceasta este o problemă standard de valori proprii, în care 4 = 1/ o? sunt 
valorile proprii iar fa} sunt vectorii proprii. Valorile proprii sunt inversele 


pătratelor pulsatiilor proprii, iar vectorii proprii sunt vectorii modali care definesc 
forma modurilor proprii de vibrație. 


Ecuatiile (3.85) se pot scrie sub forma 
(po? a) ay +bi02 a» = 0, 
j A (3.85, a) 
bo ay +(b0 =) dz =0. 


Condiţia de a avea soluții nebanale conduce la ecuația pulsatiilor proprii 


(bio -1)(by) 0 -1)-b,9by,04 =0, 


sau 
(bbn B49, )o* -b +B 9 a? +1=0. (3.86) 
Ecuatia (3.86) are două rădăcini reale pozitive o? şi o , pătratele 
pulsatiilor proprii. 


Forma modurilor proprii este definită de raportul 4=a,/a , numit 
coeficient de distribuție, care devine 
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a 1-b a a l-b; o; 
[2] - So My =] | =— 87) 
1 2 


bi 4 


Exemplul 3.5 


Se cer modurile proprii de vibratie ale barei din fig. 3.15, a unde 
£,=£,=0/2, m =m, =m şi EI = const. 


Rezolvare. Coeficientii de flexibilitate au următoarele expresii 
ô = 0 /24EL, by = 6 =509/48E1, ôn = EI. 
Matricea de flexibilitate este 
aioe 3 
[la 
48EI|5 16 


Ecuația (3.85) se poate scrie sub forma 
2 5 

ay -1 ay 

5 16 ay ay 


1=48E1/mPo? . 


în care 


Modul #1 


== ee 


Fig. 3.16 
Ecuatia pulsatiilor proprii este 
| 2-4 5 


=0 sau 12 —184+7=0, 
5 16-A 
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având rădăcinile 
A,=17,602 şi A, = 0,3976. 


Pulsaţiile proprii sunt 
@, =1,6503 JEI [mË , > =10,986 JEI [mË . 


Formele modale sunt definite de raportul w=a,/a,=A-2/5 care are 


valorile 


A; —2 A-2 
u= 2] Ega, l= Kaa SA 
dj 5 ay 5 

1 2 


Forma modurilor proprii de vibraţie este reprezentată grafic în fig. 3.16. 


3.3.4 Vibratiile libere 


Se notează cu 
[u J=[{u}, ta Hi a (3.88) 


matricea vectorilor modali normalizati, denumită matricea modală. 


Deplasările reale, notate în continuare prin {x} in loc de { y JA pot fi 


exprimate în funcţie de coordonatele modale ca în relaţia (3.23) 
2 
(x) lua = {uha lu haz =X C coslo;t-a;)lu),. 6-89) 
i=l 
Constantele C; şi g; se determina din condiţiile iniţiale ale mişcării 


ko- Sc, cosg; {u},, (3.90) 


i=l 


2 
{<(0)}= do, C; sing; {u };. (3.91) 
i=l 
Inmultind la stânga relaţiile (3.90) si (3.91) cu {u he Lm |. utilizand relatiile 


de ortogonalitate (3.18) - (3.19) si definitiile (3.25) si (3.28) ale maselor modale 


lu); [m] {u} =0, izj M,={u} [m] {u}; î=12 6.92) 
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rezultă 


{u};[m]{x(0)}=C,;M ; cosg;, j=1,2 (3.93) 


{u};[m]{x(0)}=0,C;M,sing;, j=1,2 (3.94) 


Combinând ecuaţiile (3.93) şi (3.94), şi schimbând indicele se obţine 


lu), [m ]{x(0)} _ 
Sefu Fm TO} ae 
Şi 
o able) MK} oo 
M; cosg; o; M; sing; 
Exemplul 3.6 


La sistemul din fig. 3.17 se cere: a) să se determine modurile proprii de 
vibrație; b) să se stabilească ecuaţiile vibratiilor libere când masa are o viteză 
inițială verticală v şi să se calculeze ecuaţia traiectoriei masei. 


Fig. 3.17 


Rezolvare. a) Fie y şi z componentele verticală şi orizontală ale deplasării 
instantanee a masei m. 


Coeficientii de flexibilitate sunt 
3 3 3 
Oy =40 BET, Sy =6y=BhEI, 5,,=0/3ET. 


Ecuatiile de mişcare au forma 
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ee L A mž+y=0 

M RT 

p VA 

—— my +——mz+z=0. 

2EI 3EI 


Căutând soluţii de forma 


y(t)=u, cos (ot-@), z(t)=u, cos (ot-¢), 
se obtine sistemul algebric 
(8-8) u,+3u,=0, 


3u,+(2-6)u,=0, 
unde s-a notat 


B=6EI/m@ 0. 
Ecuatia pulsatiilor proprii este 


8- 3 
ig =0, 8? -108+7=0, 
3 2-4 


avand radacinile 
B, =9,2426, By =0,7574. 
Pulsatiile proprii sunt 
@, =0,8057 JEI [mË , O, =28146 YEI [m . 
Forma modurilor proprii este definită de coeficienții de distribuție 


_ E 
m=(2] AE 9414; m-f) saah — o ayaa, 
uy 1 uy, 3 2 up 3 


Vectorii modali, normalizati cu primul element egal cu unitatea, sunt 


wh “oma wh a) 


Se pot stabili următoarele relaţii 


“L = tg 7; =0,4142, y= 225°, 

ll 

"2 = tg pa =-2,4142, Ya =112,5° = p, +90°. 
12 
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În modurile proprii de vibraţie, masa m are o mişcare rectilinie. Vectorii 
modali sunt ortogonali {u W{u h =0. Mişcarea în primul mod de vibrație are loc 
pe direcţia J, la on 5! fata de verticala. Miscarea in al doilea mod de vibratie are 


loc pe directia 2, la 192.50 fata de verticală, deci perpendicular pe direcția 7. 
Aceasta se întâmplă deoarece deplasarea în coordonatele modale are loc pe 
direcțiile principale de flexibilitate. 


Matricea de flexibilitate 


3 [8 3 
ies 
6EI|3 2 
este un factor de proportionalitate între vectorul componentelor y şi z ale deplasării, 
şi vectorul componentelor f, şi f, ale unei forte aplicate în punctul de ataşare a 


VE Oy lff y 
Z 7 Ox Ox Í. z 


Se consideră sistemul de axe y'Oz”, rotit cu un unghi y faţă de sistemul 


masei 


de referință yOz. Transformarea deplasărilor se scrie 
y |_| cosy sin7||y 
z“ -siny cosy||z 
iar transformarea forțelor este definită de 
fy |_| cosy siny | | fy 
ai g -siny cosy| | f, J` 
Noua relație deplasari-forte este 
ARE 
z“ fi 
unde matricea de flexibilitate 


eHe ea 2] 


în care s-a notat c=cosy şi s=siny. 


În sistemul de referință rotit, matricea de flexibilitate este 
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[s | Ope + 552 + 26 cs (6. -5,,se+ 5,,(¢? - 3?) 
i (6. -8 )sc+ Ô yz e-s? One +6,,C° —26,,c8 


Există două unghiuri 7” pentru care elementele nediagonale ale matricii de 
flexibilitate se anulează, date de 


25 i F , 
Die a Di pi = 2250, y3 =112,5°. 
Oyy — 6 8- 


Cele două soluții y; şi y} definesc direcțiile principale de flexibilitate. 


Sa 15404 E 2301060. a 
EI EI 


Semnificaţia fizică este următoarea: o forță aplicată pe direcția 7 (sau 2) 
produce o deplasare numai pe direcţia / (sau 2). Direcţiile principale de 
flexibilitate coincid cu direcţiile vibratiilor în modurile proprii (principale) de 
vibraţie. 


Pulsatiile proprii sunt 


1 1 EI EI 


“mă L54044 me me” 


TEN TE ESAE. EI e EI 
* Vind, J01262 me m” 


b) Pentru a determina răspunsul liber la un impuls vertical cu viteza v, 
întâi se calculează masele modale 


O, 


M, =m (u2 +u2,)= m (1+0,41427)= 11716m, 


M,=m (u2, +u3,)= m (1+ 241422)= 6,8284m. 


Condiţiile iniţiale sunt 


Din relaţiile (3.93) şi (3.96) rezultă 
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unde 


timp 


Fig. 3.19 
Componenta verticala a deplasarii instantanee este 
y(t)= C} cos (o, t -g ) u + C, cos (wt) 42 


mo. mv . 
ylt)=—— sin ot + ——sina,t, 
o,M, OM, 


y(t)=C (1,0593 sin o t + 0,0520 sina zt), 
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me? 
C=0 Ey 01 = OB05v/C, o =2815v/C. 


Componenta orizontală a deplasării instantanee este 


z(t)= C} cos (@,t-—,) ur + C, cos (w3t-@)ur, 


mo 4 
z(t)= Ur) sin@,t+ 
OM (7M 2 


U 49 sin o3t 3 


z(t)=C(0,4387 sin ot —0,1256 sin at). 
Traiectoria masei m este redată fig. 3.18, a pentru o durată a mişcării egală 
cu 2n/a | „iar in fig. 3.18, b pentru o durată Anjo: . Variația în timp a 


componentelor y şi z este reprezentată grafic în fig. 3.19. Deplasarea orizontală este 
aproape armonică deoarece al doilea termen din expresia acesteia are o amplitudine 
mai mică decât a primului termen. 


3.3.5 Răspunsul la excitație armonică 


Se consideră vibraţiile staționare are barei din fig. 3.20, a sub acțiunea 
forței f(t)= Fy cos wt aplicată masei m, . 


£ 
Tat, (Poti bn) 


Fig. 3.20 


Ecuațiile de mişcare sunt 
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Yı =- m ju +( f-m) b>, 

X2 = 5 m j} +h f-m) by, 
sau 

ôm Yi +ô ma Vy +y =, flt), 


= = (3.97) 
Sami ji +5 ma ja + =Oy S(t). 
Înlocuind soluţiile staţionare 
y(t)=Y, cosat, yo(t)=Y> cos wt, 
in ecuatiile (3.97), rezulta sistemul algebric 
(ices He'd gms =o oF; (3.98) 
-° mY, +(1- 0252 m2)% =ó Fo. 
Amplitudinile deplasărilor maselor sunt 
ô 
u= 2 = 7),4/0 
1 (ony +5y9m) @ +M,My 011077 — 619 (49) 
‘ A l iz A (3.99) 
p= 22 1 11022 — 012 E 


1-(5,,m, + eama + mima (65-52) 


Numitorul este polinomul caracteristic, membrul stâng al ecuației (3.86). 


JA FĂ 


1 9 O o 


> & 


Fig. 3.21 


Valorile absolute ale amplitudinilor Y; şi Y, sunt reprezentate grafic in 
funcţie de pulsatie în fig. 3.21. Când pulsatia forțelor devine egală cu o pulsatie 
proprie a sistemului, amplitudinile cresc nelimitat. Sistemul are două rezonanțe, 
marcate prin vârfuri infinite în curbele de răspuns în frecvență. 
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Antirezonanta apare cand Y, = 0, la o pulsatie dată de 


o= O22 ; 
mi lousy- óa] 


(3.100) 


a 


Dacă se cunosc amplitudinile deplasărilor răspunsului forțat, se pot calcula 
amplitudinile forțelor de inerție ce acționează asupra maselor, deci amplitudinile 
forțelor dinamice care acționează asupra barei (fig. 3.20, b) sunt 


D =m Y, D, =m, +F). (3.101) 


Se poate construi apoi diagrama momentelor încovoietoare dinamice (fig. 
3.20, c), pe baza căreia se pot calcula tensiunile dinamice produse de forța 
armonică. 


Exemplul 3.7 

Bara cu greutate proprie neglijabilă din fig. 3.22, a are diametrul 
d=40mm, /=lm, E=210GPa si m=50kg. a) Să se calculeze pulsatiile 
proprii; b) Să se determine amplitudinile vibratiilor forțate produse de o forță de 
amplitudine Fy=20N_ si frecvență 0,179Hz; c) Să se traseze diagrama 


momentelor încovoietoare statice şi să se determine tensiunile statice maxime; d) 
Să se traseze diagrama momentelor încovoietoare dinamice şi să se calculeze 
amplitudinea tensiunilor dinamice maxime. 


Rezolvare. Coeficientii de flexibilitate sunt 


5u=6/6E1, So =82 =-Ż/8EI, 55) =50/24EI. 


Notând 
24EI 
AS S 
ame 
ecuatia pulsatiilor proprii este 
A-8 3 2 
=0, A —134+22=0, 
6 ASS 
cu rădăcinile 
A,=11, Ay =2. 


Pulsatiile proprii sunt 


@, =1,477 JEI/me =1,073 rad/s, 
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©, =3,464 JEI |m = 2,516 rad/s. 


Fo cos wt 
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Fig. 3.22 


Pentru datele numerice ale problemei, pulsatia excitatoare corespunde unei 
valori A = 10. Din relaţiile (3.99) se obțin amplitudinile deplasărilor 


34 Fy 
= Ga) (42) mai > e 
2-54 iF 


Y, = =-—1,105 . 
a EAA 22) aioe căi 


Pentru încărcarea statică din fig. 3.22, b, diagrama momentelor 
încovoietoare statice este prezentată în fig. 3.22, c. Momentul încovoietor maxim 


este 368 Nm iar tensiunea statică maximă este o,, = 58,5 N/ mm? . 


Amplitudinile (3.101) ale forțelor dinamice sunt 
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6A 
@, =2m@ Y, =--—____ F, = 150N,, 
iii R CS eS es 
22-54 
Drzna th= aa 50N. 


Pentru încărcarea dinamică din fig. 3.22, d, diagrama momentelor 
încovoietoare dinamice este prezentată în fig. 3.22, e. Momentul încovoietor 


maxim este 87,5 Nm iar tensiunile dinamice maxime sunt o, =14 N/ mm? . 


3.4 Vibratii cuplate de translație şi rotaţie 


Când rezultanta forțelor care acționează asupra unui corp rigid rezemat 
elastic nu trece prin centrul său de greutate, modurile de vibrație de translație şi de 
rotaţie sunt cuplate. Astfel de cuplaje apar la vibraţiile automobilului pe suspensii, 
ale motorului automobilului pe flexiblocuri, ale rotoarelor rezemate în două lagăre, 
ale maselor în consolă la absorbitoarele dinamice de tip Stockbridge de la liniile de 
înaltă tensiune şi în general la bare în consolă cu discuri în capăt. 


3.4.1 Ecuațiile de mişcare 


Corpul rigid din fig. 3.23, a are masa m şi momentul de inerție masic fata 
de centrul de greutate J, fiind rezemat la capete pe arcuri cu rigiditatile k,, 


respectiv k. Se poate considera că punctele rigidului se deplasează numai pe 


verticală. Mişcarea acestuia este complet definită de două coordonate: 
x — deplasarea liniară a centrului de greutate G, şi 0 — unghiul de rotație fata de 
G. 


Utilizând diagrama forțelor din fig. 3.23, b, ecuaţiile de mişcare se pot 
scrie 
mă +k,(x—€,0)+k, (x + £,0)=0, 
JO —ky(x—£,0) 0, +ky(x4+£,6) £, =0 


sau 
mit [et feo) + (pla — kt) 0=0, 


JÖ+ (ky ly kuta) x+(k, 2 +k) 0=0. (3.102) 


In forma matriciala 


m 0 X ki +k, kala —ky ey Xx 0 
a D =) L, (3.102, a) 
0 y|lă| leo, ktk \lef lo 
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Dacă k,l; =k,l) mişcările sistemului se decuplează. Sistemul are două 
pulsatii proprii independente — una pentru translație pură şi una pentru rotaţie pura 


o.= (k +k ym si og= (kl +k) /s. 3.103 
E i +k )/ S 9 | (aa 02) / ( ) 


Pentru cuplaj zero, o forță aplicată in centrul de greutate produce doar 
translație verticală x, în timp ce un cuplu aplicat rigidului produce doar o rotație 0 . 
Cuplajul este produs de elementele nediagonale ale matricii de rigiditate, motiv 
pentru care este denumit cuplaj static. 


`g 


k,(x-£,0) 
i : hola +40) 


a b 
Fig. 3.23 


Mişcarea rigidului mai poate fi definită şi de alte două coordonate, 
deplasările liniare ale extremităților (punctele de ataşare a arcurilor) x, şi x». 


Transformarea între cele două seturi de coordonate este definită de relația 


h= E la) (3.104) 
0) €,4+€,[-1 11|» 


Înlocuind (3.104) în ecuaţia (3.102, a) şi inmultind la stânga cu transpusa 
matricii de transformare din (3.104) se obţin următoarele ecuaţii de mişcare 


m mita II [et 9 fa {of (3.105) 
mll -J ml? +J Xz 0 k(l + £3) 42 Oj 


Cuplajul este produs de elementele nediagonale ale matricii de masa, motiv 
pentru care este numit cuplaj dinamic. 
Dacă J=mé£,¢, mişcarea combinată de translație şi rotaţie poate fi 


exprimată ca o sumă de vibrații unghiulare, una față de capătul din dreapta al 
rigidului, cealaltă fata de capătul din stânga al acestuia. 
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4.4.2 Modurile proprii de vibraţie 
Dacă se notează 
a = (fu +hy)/m, b = (kata kt) m c= (KÊ +h 03)/J, 
ecuaţiile (3.102) devin 


X¥+ax+bd=0, 


r-O+bx+cr-0=0, pane) 
unde r = JJIm este raza de giratie a corpului rigid. 
Admitand solutii de forma 
x(t)=A, cos(at—g), O@(t)= 4 cos(or-p), (3.107) 
se obtine sistemul de ecuatii algebrice 
(a-a?) A, +b Ay =0, 
(3.108) 


bA, +(c—a?) rd =0. 


Ecuatiile (3.108) admit solutii nebanale daca determinantul coeficientilor 
variabilelor A, şi Ag este zero 


a-o b 
=0 3.109 
b (c-o)? i 
sau 
wo -(a+c)o? +(ace—b/r?)=0. (3.109, a) 


Rădăcinile ecuaţiei pulsatiilor proprii (3.109, a) sunt 


o2, =(a+c)/2+y4 (a-c}/4+b?/r?. (3.110) 


Prima pulsatie proprie @, este totdeauna mai mică decât œ, şi Mg, iar a 


doua pulsatie proprie œ, este totdeauna mai mare decât @, şi og. 


Forma modurilor proprii se obţine înlocuind pulsatiile proprii, pe rând, în 
raportul amplitudinilor 


Hy =(4,/Ao), =~b/(a-oi), 


(3.111) 
H2 =(4,/49), =-b/(a-a}). 
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Exemplul 3.8 
Să se determine modurile proprii de vibraţie ale sistemului din fig. 3.23 


dacă /, =30/4, (3 =0/4, k =h=k şi J=ml f8. 


Rezolvare. Ecuațiile (3.108) au forma 


(2-a) Apt Ag =, 


m m 
2 
LEA ay ae =0 
2m m 
Notand 
om 
QSZ m 
k 
ecuațiile devin 
(2-a) A, +40 =0, 


Ecuația pulsatiilor proprii este 
a?-7a+8=0 
având rădăcinile 
a, = 1,438, a, = 5,561. 


Pulsatiile proprii sunt 


o, =1,199,/k/m , Oy =2,358 k/m . 


Modul 1 


0,28 
3,56 


Fig. 3.24 
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Forma modurilor proprii (prezentată în fig. 3.24) este definită de 


Agt/4) 2-a Agt/4) 2-a 
42) - a 44) - Et usa 
2 


A 2 A 


x x 


Inversele cu semn schimbat ale rapoartelor amplitudinilor definesc pozitia 
punctelor nodale față de centrul de greutate, cu valori pozitive spre dreapta 


A A 
d, = E a Bes} E E 
Agt/4) 0,28 Ag t/4), 1,78 


Pulsatiile vibratiilor decuplate de translatie si rotatie sunt 


o =1414Jk/m , Og =2,236k/m . 
În acest caz, se stabilesc următoarele inegalităţi 


M<, <Mg <0. 


Exemplul 3.9 


Să se calculeze modurile proprii de vibrație ale sistemului din fig. 3.25, a 


compus dintr-un corp rigid lung, de masă m şi moment de inerție masic J =m £ = / 8 
ataşat la capătul unei bare în consolă, cu modulul de rigiditate la incovoiere EZ. 


Fig. 3.25 


Rezolvare. Mişcarea corpului rigid este definită prin deplasarea liniară x 
a centrului de greutate G, şi prin unghiul de rotaţie 0 fata de G. 
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Ecuațiile de mişcare se pot scrie, aplicând principiul suprapunerii efectelor, 
sub forma relaţiilor între forţa de inerție F = mo?x, cuplul de inerție M = .Jo”0 
şi deplasările de translație x şi rotație 0 

0=67,F +6yM. 

În fig. 3.25, b s-au construit două diagrame de momente incovoietoare, 
m, — pentru încărcarea cu o forță egală cu 1 aplicată în punctul G pe direcţia lui 
F, şi mg — pentru încărcarea cu un cuplu egal cu 1 aplicat în punctul G pe direcţia 
lui M . Diagramele sunt folosite la calculul coeficienţilor de flexibilitate cu 
ajutorul metodei Mohr-Maxwell. 


Deplasările pe direcțiile x şi O se notează 61, şi 6», respectiv ó}, şi 


Ôn . Coeficientii de flexibilitate sunt 
ô =13%5/M2E1, 5» =6y,=C/EIL, by) = O/EL. 
Inlocuind în ecuaţiile de mişcare, rezultă 


px= 1354240, 


unde 
B=DEI/mb o. 


al 


Modul 1 ee 
£ 
1 8,60 
RE £ 
Modul 2 


Fig. 3.26 


Ecuația pulsatiilor proprii este 


28? -298+3=0, 


având rădăcinile f, =14,396 şi 2, = 0,1042. 
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Pulsatiile proprii sunt 


@, =0,913 JEI/mé , 03 =10,73 YEI [mË . 


Forma modurilor proprii (fig. 4.26) este definita de 


-13 -13 
MA a eea 
Ay) 2 A, ), 3/2 


x 


x 


3.5 Pendule cuplate elastic 


Un fenomen interesant apare la vibraţiile libere ale pendulelor cuplate, 
când are loc un trasfer continuu al mişcării de la un pendul la celălalt datorită 
cuplajului slab printr-un element elastic de rigiditate relativ mică. 


3.5.1 Ecuațiile de mişcare 


Se consideră două pendule simple (fig. 3.27, a), de lungime / şi masă m 
fiecare, oscilând în plan vertical. Pendulele sunt cuplate între ele cu ajutorul unui 
arc de rigiditate k, ataşat la o distanță d de punctele de suspendare a pendulelor. 
Arcul este netensionat când pendulele sunt în poziţie verticală. 


Fig. 3.27 


Alegând drept coordonate unghiurile de înclinare ale pendulelor 6, şi 05 


şi presupunând că sistemul efectuează oscilații de amplitudini mici, expresiile 
energiilor cinetică şi potențială sunt 


T= ml? +63 ), (3.112) 


146 VIBRAŢII MECANICE 


U = mgl (1-cos0, + mgl (1-cosd, J+ ka*(0, -0,)’, 


sau 


U= mgh} +0 e da -0,). (3.113) 


Utilizând ecuaţiile lui Lagrange 


d oF or ou 
+ = 


- 0, r=1,2 (3.114) 
dt 04, Og, Og 


r r 


se obțin următoarele ecuații de mişcare 

m(26, + mgt0, +kd?(0,-0,)=0, di 
> .115 
ml? Ë, + mgt0, -kd?(0,-0,)=0. 


In formă matricială, ecuațiile de mişcare se scriu sub forma 


2 j 2 Ey 9 0 
me K i + i da i 5 i -| | (3.115, a) 
0 me |l6, -kd mgl +kd“ || 0 
Cuplajul este produs de arcul k. 


3.5.2 Modurile proprii de vibraţie 
Înlocuind soluţii de forma 
6,=a,cos(@t-g), 05 =a, cos(at—¢) 
in ecuatiile diferentiale (3.115), se obtine sistemul algebric omogen 
(mge—o%m 2 +kd?)a, —kd’a =0, 
—kd?a, + (mg¢—c?m 0? + kd?) a, = 0. 
Ecuatia pulsatiilor proprii este 


(mar om 0? + ka?) (na?) =0 


2 2 2 
i 2 Se w+ 2 ype =0. 
L ml / ml 


Pulsaţiile proprii sunt 


sau 
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kd? 
o, = a 0 = [prez (3.116) 


Forma modurilor proprii este definită de rapoartele amplitudinilor 


u= eee =+, m= 2| =-1. (3.117) 
ay, i a] 2 


În primul mod (fig. 3.27, b), pendulele oscilează în fază, cu amplitudini 
egale. Arcul de cuplaj nu este tensionat iar pendulele oscilează ca şi cum nu ar fi 


cuplate. Pulsatia proprie a sistemului este egală cu cea a unui singur pendul 4 g//. 


În modul al doilea (fig. 3.27, c), pendulele oscilează în antifază, cu amplitudini 
egale şi de sens opus. Datorită efectului rigidizant al arcului de cuplaj, pulsatia 
proprie este mai mare decât în primul mod. 


3.5.3 Vibratii libere 


Soluția generală a vibratiilor libere (3.14) este 


8le=c cos(@,t-9,)u, +C, cos (@,t- up, 


6,(t)=C, cos (oi t-o) uo, + C, cos (ot-u, 
sau 
6,(t)=a, cos(w 1-9) +a cos (o>r-p2) ; 


6,(t)= ua; cos (@t-p1)+ 42a cos (ot-o2) : 
Derivand in raport cu timpul, rezulta 

6,(t)=-o, a, sin(w,t-9)-0, ay sin(@,t-¢ >) ; 

ô (t)=-41 0,4 sin(@,t—9)- Hy 04) sin(@, 1-9) 


Constantele de integrare se determina din conditiile initiale. Daca este 
deplasat numai pendulul din stanga 


6,(0)=@, 4,(0)=0, 6,(0)=0, å, (0)=0. (3.118) 
Deoarece 44 =1 şi pp =—1, se obţine 

d,COSQ, +43 COSO, =09, acoso; -acoso =0, 

O asing +@,a sing =0, @,a,sing,;—@)4a),sing,=0, 


astfel încât 
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sing, = sinp> =0, 9, =9,=90, 

2a,cosp, =2a, cosg =09, a; =a, =O 2. 
Valorile instantanee ale deplasărilor unghiulare sunt 
6,(t)= “ (coso ;f+cosa@,t = 6, COS O „ t: cos Aot, 


A (3.119) 
6,(t)= z (cos t- coso, t )= Oo sin © „t: sin Aat, 


unde 
Om =(0, +03 )2 şi Ao =(a, -o, 2. 


Când Aw este mic în raport cu @,,, produsele din relațiile de mai sus 


reprezintă oscilații modulate în amplitudine, numite bătăi. Această condiție este 
echivalentă cu 


via oe. Bight Be gmt 
3-0 << aj, +2 << sau k << 2— 


me £ € 2d” 


deci bătăile pot apare doar pentru valori mici ale rigiditatii k a arcului de cuplaj. 


Fig. 3.28 


Relațiile (3.119) arată că 8, şi 0, sunt date de funcții sinus şi cosinus care 
sunt defazate între ele cu 90%. Când 0, =09, atunci 0, =0 şi reciproc (fig.3.28). 
Defazajul între cele două mişcări este 


p=(0,t-p:)-(ot-9,)=(0-0,)t-(p -91)=240 t- Ag 
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având o variaţie lentă în timp. 

La t =0, unghiurile de înclinare au valorile 6, = 0,, respectiv 0, =0. 

La Aot=1/2, înclinările sunt 0, =0 si 6,=6 sin n Z = Oy, dacă 
O] 40 = n este număr întreg. 

La Awt=7, înclinările sunt 0,=0 şi 0,=% cos 7 = —0), daca 
O] 40 = n este număr întreg. 


Prin condiţiile iniţiale (3.118) pendulul din stânga este menținut deplasat, 
în timp ce pendulul din dreapta este menţinut vertical, apoi pendulele sunt eliberate 
(fig. 3.29, a). 


La început pendulul din stânga va oscila, in timp ce pendulul din dreapta 
va sta aproape fix. Apoi pendulul din dreapta va oscila cu amplitudini tot mai mari, 
în timp ce amplitudinile oscilatiilor pendulului din stânga vor scădea. După un 
timp, pendulul din stânga va sta fix, în timp ce pendulul din dreapta va oscila cu 
amplitudinea maximă (fig. 3.29, d). Apoi fenomenul se repetă în ordine inversă. 
Are loc un transfer continuu de energie de la un pendul la celălalt până când 
amortizarea inerentă (neglijată în această analiză) aduce sistemul în repaus. 


Fig. 3.29 


Exprimată în funcţie de modurile de vibraţie componente, mişcarea poate 
fi privită ca suma a două mişcări armonice cu pulsatiile proprii o, şi o». Se 
consideră că iniţial mişcarea în modul al doilea este astfel încât pendulele sunt 
îndepărtate unul de celălalt (fig. 3.29, b). Defazajul între moduri creşte în timp. 
Mişcarea în modul al doilea este mai rapidă decât în primul mod, până când este 


defazată 180° înaintea primului mod (fig. 3.29, c). Mişcarea în modul al doilea 
este astfel încât pendulele se apropie unul de celălat. Însumând mișcările, se ajunge 
la situaţia când pendulul din stânga stă nemişcat, în timp ce pendulul din dreapta 
oscilează cu amplitudine maximă. În timp, amplitudinea va creşte la pendulul din 
stânga şi întreaga secvenţă se repetă. 
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3.6 Sisteme amortizate 


În paragrafele precedente s-au studiat doar sisteme neamortizate. În 
continuare se introduce efectul amortizării vâscoase. În general, amortizarea 
produce cuplarea coordonatelor. Pentru simplificare, se va considera cazul special 
al amortizării proporţionale. Valori relativ mici ale amortizării limitează 
amplitudinea vibratiilor la rezonanță. Valori mai mari pot face ca unele moduri să 
fie amortizate supracritic iar mişcarea corespunzătoare să fie aperiodica. 


3.6.1 Amortizarea vâscoasă proporţională 
Se consideră sistemul din fig. 3.30, a. Disiparea energiei este convenabil 
modelată prin amortizarea vâscoasă, reprezentată prin amortizoarele c) şi c3. 


Forţele de amortizare vâscoasă sunt proporționale şi de semn contrar cu viteza 
relativă a capetelor amortizoarelor (fig. 3.30, b). Ecuațiile de mişcare se scriu 
însumând forţele care acţionează asupra fiecărei mase: 


m +k, x, +¢,% +k, [xx co [3 —32)=0, 


mo X3 k(x, x») coli x5)=0, 


sau 


m,x,+(c, +c, )x GA +(k, +k,)x,-k,x, =0, 
. : (3.120) 
M,X—C,X,+C,%,—k,x, +k, x, =9. 


fees je 
kı | kə 
m, Ma 
iar) e 


m,X, m x 
242 
kyX, Mita kz Ccx) ee 


ae E 


CX Co (X,-X2) 


Fig. 3.30 


Cuplajul între cele două coordonate este produs de rigiditatea k, şi de 
coeficientul de amortizare c,. 
În formă matricială, cele două ecuaţii se scriu 
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table ZI herb eo 
0 My Xa ZCI C7 Xa -k ky Xa 0 
sau, în formă compactă, 

[m | ea} k= {0}, (3.121, a) 


unde [e ] este matricea de amortizare, iar {x} este vectorul vitezelor. 


Matricea de amortizare este simetrică, deci 


T 
le]=le]. 
Matricea maselor este diagonală. Cuplajul este produs de elementele 


nediagonale ale matricilor de rigiditate şi de amortizare. 


Ecuațiile (3.121) pot fi rezolvate cu ajutorul analizei modale daca 
transformarea liniară bazată pe matricea modală diagonalizează matricea de 
amortizare simultan cu matricile de masă şi de rigiditate. Aceasta se obţine simplu 
dacă matricea de amortizare poate fi exprimată ca o combinaţie liniară a matricilor 
de masă şi de rigiditate, deci dacă 


[e ]=a[m]+ p[k], (3.122) 


unde @ şi f sunt constante. Această formă de amortizare se numeşte amortizare 


proporțională sau amortizare de tip Rayleigh. Există şi alte condiţii în care 
matricea amortizării modale devine diagonală, dar acestea sunt cazuri speciale care 
se întâlnesc mai rar. 


3.6.2 Vibratii libere amortizate 


Dacă se rezolvă problema neamortizată (3.3), se obţin modurile proprii 
neamortizate de vibrații. Matricea modală (3.24) se construieşte cu vectorii 
modurilor normale pe coloane. Utilizând transformarea de coordonate 


{x}=[u] {a} (3.123) 


şi inmultind la stânga cu [u le rezulta 


[M]{a}+IC]{a}+[K lta }=tof, (3.124) 


[m ]=lu] [m] [u], [el=lul] [ella], [= lau]. 6125) 


Matricile modale [M ] şi [K ] sunt diagonale, în timp ce matricea [c ] 
este diagonală doar în cazul amortizării proporționale, când 
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[c]=a[mM ]+e[K]. (3.126) 
În acest caz, se stabilesc următoarele relaţii de ortogonalitate 

fu [e] {u}. =0, rzs, r,s=1,2 (3.127) 
Cu amortizare proporţională, ecuaţiile modale decuplate sunt de forma 


M,q9,+C,q,+,q, =9, r=1,2 (3.128) 
unde M, si K, sunt definiti de (3.26) şi (3.28), iar 


C ={u¥ [e] {u}, r=1,2 (3.129) 
sunt coeficienții de amortizare modală. 


Pentru mase modale egale cu 1, rigiditatile modale sunt egale cu pătratul 
pulsatiei proprii respective şi coeficienții de amortizare modala se pot scrie sub 
forma 2C,@,, unde @, este pulsatia proprie şi (, este raportul de amortizare 
modală ale modului r. 


Ecuațiile (3.128) devin 
ä. +26,0, ġ, +04. =0,  r=1,2 (3.130) 


şi pentru 0<¢,. <1 au soluții de forma (2.46) 


q,(t)= A, et etsin( [1-C ott). r=1,2 (3.131) 
Soluțiile (3.131) se pot obține şi direct. Căutând soluții de forma 
x, = ae“! , ecuațiile (3.121) devin 
m,8°ay + (e, +c say -csa + (fa +k a -k> a =0, 
My sa» — CSA, +Cy8 Ay —ky a, +k, a, =0, 
sau 
ms? +(e, +c )s +(k +a) la; —(e)s+ ky Jaz =0, 
~(cy8+ky) a, + (mys? + c25+ ko az =0. ae 
Condiţia de a avea soluţii nebanale conduce la ecuația caracteristică 
[ms + (c +c )s +(k, + ka) | mys? $08+hy)-(eysthy)? =0. (3.133) 


La sisteme amortizate subcritic, ecuaţia (3.133) are două perechi de 
radacini complexe conjugate, de forma 
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S12 =-O, +10q), S34 >= 02 +104; (3.134) 


unde Oy, şi Op sunt pulsatiile proprii amortizate iar o, şi oO, sunt factori de 
amortizare (constante de atenuare). 


Între parametrii de mai sus şi valorile absolute ale pulsatiilor proprii 
(egale cu pulsațiile proprii neamortizate ale sistemelor cu amortizare 
proporțională) şi rapoartele de amortizare se stabilesc următoarele relaţii: 


o, =6,0,, Oa, =0,41-C r=1,2 (3.135, a) 
O O 2 2 
Si Da aa ir yds Her ; r=1,2 (3.135, b) 
Og, +O, d 


Cu aceste notații, expresia (3.131) devine 
q(t)=4, 7" sin(wy,t+¢,). paio (3.131, a) 


Pentru valori relativ mari ale amortizării, ecuaţia (3.133) poate avea fie 


vibrație este amortizat supracritic, fie două perechi de rădăcini reale, când ambele 
moduri sunt amortizate supracritic şi sistemul are mişcare aperiodică. Studiul 
acestor cazuri nu face obiectul acestei lucrări. 

Înlocuind soluţiile (3.134) în (3.132), se obţin rapoartele amplitudinilor 
(a, la), care, dacă amortizarea este proporțională, definesc moduri reale de 


vibrație. Analiza de mai sus se referă la sisteme cu pulsatii proprii distincte. Cazul 
pulsatiilor proprii egale este tratat în alte lucrări. 


Exemplul 3.10 


Să se calculeze modurile de vibrație ale sistemului din fig. 3.30, luând 
pentru simplificare m; =2, k; =2, cy=1, m =1, k) =1, c, =0,5, în unități 


adecvate. 


Rezolvare. Ecuațiile vibratiilor proprii (3.121) sunt 


2 0 xy ie 1,5 = 0,5 xy i. 3 -1 x) _ 0 
o ill OS: 0S | ea l-1 E al lof 
Se observa ca 


[e]eos[k]. 
Ecuatiile (3.132) devin 
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(252415543 )a, —~(0,5s5+1)a, =0, 
—(0,5s+1)a, +(s?405s41 Ja, =0. 
Ecuatia caracteristica este 


(25? +158+3)(s?+05s41)-(05s+1)=0, 
sau 

25% 4259745557 +254+2=0, 
cu radacinile 


31 ee că 
512577 7 et eee are 


Părțile imaginare sunt pulsatiile proprii amortizate 


op =V31/8 =0,6960, ay. =V7/2 =1,3229. 
Partile reale sunt factorii de amortizare (constantele de atenuare) 
O =0125, o,=05. 


Pulsatile proprii neamortizate sunt egale cu modulele valorilor proprii 


o = ao +o; =| (Bf) + +(1/8)? =1/J2, 
> = 4/07) +05 =| (Ph) + +(1/2)? =v2. 


Rapoartele de amortizare modale sunt 


O 
Ci WES T AE se 2 NE yes! 


Pig A poi ea alo 


Raportul amplitudinilor 


a 2s°415s+3  05s+1 
ay 0,5s+1 s? +0,5s+1 


are următoarele valori pentru cele două moduri 


42| 2 RI ee 
dj i a] 2 


Prin rezolvarea problemei neamortizate în Exemplul 3.1, s-au obținut 
aceleaşi pulsatii proprii neamortizate şi forme ale modurilor reale de vibraţie. 
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Exemplul 3.11 


Să se calculeze parametrii modali ai sistemului din fig. 3.30 pentru aceleaşi 
valori ale maselor şi rigiditatilor, dar cu amortizare mai mică [e |= 0,1 [k ] ; 


Rezolvare. Ecuațiile (3.132) devin 
(252 +03s+3)]a,-(01s+1)a,=0, 
-(01s+1) a; +(s2 +01s+1)ay =0. 
Ecuatia caracteristica 


2 5% +0,5 53 +5,0257+0,454+2 =0, 
are rădăcinile 


1 can 199 „199 
S12 SEI, §34=-—#1 
i 40 40 i 10 10 


sau 
51,3 =—0,025 +i 0,70666, s3 4 =—0,1+i 1,41067 . 


Pulsatiile proprii amortizate sunt 


oi = 0,70666, @ > =1,4107. 


Factorii de amortizare au valorile 
o; =0,025, o,=01. 
Rapoartele de amortizare modale sunt 
C,=0,0353, 62 = 0,0707. 


Pulsaţiile proprii neamortizate şi formele modale sunt aceleaşi ca în 
Exemplul 3.10. 


3.6.3 Răspunsul la excitație armonică 


Se consideră vibraţiile sistemului cu două grade de libertate din fig. 3.31 
sub acţiunea forțelor f,(t) şi f,(¢). 


x x 


kı cA k > fe 
| | m 
l Param ara] 


Fig. 3.31 
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Ecuațiile de mişcare sunt 


mä + (cpt 2) — Co Xp + (ha e ho e -k xy = file) 


. ” (3.136) 
My 3 — Cy Xy +63 ky —hy x1 +k x3 = f(t), 
sau în forma matricială compacta 
m] +e a+ eps t st. (3.136, a) 


3.6.3.1 Functiile de transfer 


Aplicând transformata Laplace ecuaţiei (3.136, a) si presupunând toate 
condiţiile iniţiale nule se obţine 


l[m]s?+[c]s+[k]] {x(s)}={F(s)} (3.137) 
[B(s)]{X(s)}={F(s)}. (3.138) 


unde | B(s) | este matricea sistemului. 
Inmultind la stânga cu [ B(s) ]* = [H (s) | rezulta 


[A(s) Flo) }=1X(s)} (3.139) 
unde [| H(s)] este matricea funcțiilor de transfer. Aceasta este inversa matricii 
sistemului. 


Pentru sistemul din fig. 3.31 această matrice are forma 


ms? +0, 8 +k Co S+ky 
CaS +k ms? +(q, +¢))s +k +k, 
[z (s)]= 


= (3.140) 
[ms +(e +c3)s +k +k, | | mys? +e, 8+k, |-lczs+k ji 


Numitorul expresiei (3.140) este det[B(s)], polinomul caracteristic al 
sistemului. Acesta poate fi scris sub formă de produs 


det[ 8(5)]= 4 (5 —s.)(s—s2)ls—s3)(s=sa); 


unde A este o constantă şi s,,..,54 sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice (3.133). 


Deoarece coeficienţii ecuaţiei caracteristice sunt reali, pentru valori relativ mici ale 
amortizării rădăcinile sunt complexe conjugate. Ele se numesc polii funcției de 
transfer. 


Relaţia (3.139) mai poate fi scrisă sub forma 
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est mol la em 


unde A, ;(s) poate fi determinată excitând sistemul în punctul j şi măsurând 
răspunsul în punctul /. De exemplu, hils) este o funcție de transfer directă (în 


punctul de excitație) obținută excitând sistemul cu F(s) şi măsurând răspunsul 
x, (s ) 


2 
ils) ŽE- fs EN ` (3.142) 


A(s~sy)(s—s2)(s—s3}(s-s4) 


3.6.3.2 Funcţiile de răspuns în frecvență 


O funcție de răspuns în frecvenţă (FRF) este funcţia de transfer evaluată pe 
axa pulsatiilor i. Inlocuind s =i@ în (3.141) rezultă 


inte) to leo ee) 


[Hho] {F(@)}={X(@)}. (3.143) 


unde [H (ia) | este matricea funcţiilor de răspuns in frecvență iar X ; (o), F; (a) 


sau 


sunt transformatele Fourier ale răspunsului, respectiv excitaţiei. 


Răspunsul sistemului poate fi definit în domeniul frecvenţelor prin sume de 
produse între funcțiile de răspuns în frecvență măsurate experimental şi 
transformatele excitatiei 


X,(o)=hy (io) F\(@) + nolio) Flo) 


Xa a E (3.143, a) 


Răspunsul forțat al sistemului în domeniul timpului, x,(t) şi x(t), poate 


fi determinat apoi calculând transformatele Fourier inverse ale răspunsului, X, (o) 
Exemplul 3.12 


Să se calculeze matricea funcțiilor de răspuns în frecvenţă pentru sistemul 
cu două grade de libertate din Exemplul 3.11 şi să se traseze curbele FRF A; (io). 
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Rezolvare. Înlocuind s =i , matricea FRF (3.140) devine 


1-07 +idlo 1+i0lo 


1+i0l@ 3-207 +1030 
[H(ia)| 7 5 - = . 
24 -5,020 +2+i(-0,50 +040) 


Amplitudinea FRF 


a 0,08 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 
Frecvența, Hz 


Lui 
rd 
Lui 
ii 
0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 
Frecventa, Hz 
Fig. 3.32 
T 
rai 
i 
T 
py 
T S 
“a 0,05 of 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 
Frecvența, Hz 
T 
[E - 
i 
23 ape 
ri 
E 


0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 
Frecvența, Hz 


Fig. 3.33 
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Imag (FRF } 


ă 
Real (FFF ) 


Fig. 3.34 


Diagramele amplitudinii şi unghiului de fază al FRF sunt prezentate în fig. 
3.32. Diagrama amplitudinii are două vârfuri de rezonanţă. Datorită amortizării mai 
mari în modul al doilea, vârful respectiv de rezonanţă are amplitudine mai mică. La 


rezonanţe, unghiul de fază este aproximativ —90%. Diagramele componentelor 
reală şi imaginară sunt prezentate în fig. 3.33. Diagrama Nyquist este dată în fig. 
3.34 cu puncte marcate la intervale egale de frecvență. 


3.6.3.3 Rezolvare prin analiza modală 
Utilizând transformarea de coordonate (3.123) (x } = [u la } şi Inmultind 


la stânga cu [u |" , ecuatiile (4.136, a) devin 
[m äle aK alu este}. 6144 
Cu amortizare proporțională, ecuațiile modale decuplate au forma 


M,.4,+C,q,+K,q,=F., r=1,2 (3.145) 
sau 
į, +26.0, ġ, +0q, =F,/M,. r=1,2 (3.146) 


In cazul excitatiei şi răspunsului armonic, se notează 


{r}={f fei, {x}={¥ hel, (3.147) 
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(F=f, fajfa ie, (3.148) 
deci transformarea (3.123) se scrie 
2 
(2 )=lu]ta)=Xătu),, (3.149) 
r=l 


unde o “căciulă” deasupra literei denotă amplitudinea reală iar o tildă deasupra 
literei denotă amplitudinea complexă. 


Înlocuind (3.148) în ecuaţiile (3.145) şi (3.146) rezultă 


i aia ae) joia CC) 


= cry = (3.150) 
K,-@°M,+ioC, M,(o? -0 +i 2600, 


Normalizând vectorii modali astfel încât masele modale să fie egale cu 
unitatea, M, = 1, înlocuind (3.150) în (3.149) se obţine 


sau 


(Sa [i 


ay, Op = +126 oo. | fh 


| (3.151) 


De observat că produsul diadic {u } {uw H este o matrice pătrată 2 x 2. 


Matricea FRF (3.143) poate fi exprimată în funcţie de parametrii modali 


A | T 
[H(io)]=— wtih e we bas) 
@ -o +120@0, 0,0 +i2l,00, 
Dacă elementul j al vectorului modal r se notează (u a) , atunci funcția de 
răspuns în frecvență h ; , lio) poate fi exprimată ca sumă de fracţii parțiale 
(wi) (ur), (2) (u2), 


h,\ia)= + ; (3.153) 
ith ) o -@ +i 2000, 03-0 +i 26,@0, 


Această expresie arată explicit contribuția separată a fiecărui mod de 
vibraţie la răspunsul sistemului la o anumită pulsatie. 
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| LF i | | 
iy Coe ee oe ee Pe ati ee ee eer ee rer ee ea ai 4 
a ae N) 
1 f--------- sa aia de ae eee N poeme — 
1,5}------- A E E tener etiam esate a one 4 
A ji SA 
nuc [re (ghar er a gre aaa e ceea al cea 
poles lia soma lata Lie eee, IS 
£ be e ze \ i Si eos} oara EE ae j Te Soe Sec a STAI AeL ES i: | SERE iz] 


Real (FRF) 


Fig. 3.35 


Exemplul 3.13 


Să se calculeze dezvoltarea în fracţii parţiale a matricii FRF a sistemului cu 
două grade de libertate din Exemplul 3.12. 


Rezolvare. Vectorii modali, normalizati cu mase modale egale cu 1, sunt 
alt. Ay a [2 -+} 
L v6 alee aS. B 
Matricea FRF (3.152) devine 


ae | 


05-0? +i005@  2-02+i020 | 


Pentru prima masă, FRF în punctul de excitare este 


, 1/6 1/3 
h lio)= + ; 
lo) 05-07 +1005@  2-02+i020 


În figura 3.35 se prezintă diagrama Nyquist (linie continuă) care se obține 
prin însumarea diagramelor construite pentru fiecare termen din dezvoltarea în 
sumă de fracţii parțiale (linii întrerupte). 
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3.6.4 Amortizorul vâscos neacordat 


Amortizorul de vibratii vascos neacordat (amortizorul Houdaille) este 
utilizat la unele motoare cu ardere interna pentru a limita amplitudinile vibratiilor 
torsionale pe un domeniu larg de turatii. El consta dintr-un disc rigid care se poate 
roti liber într-o cavitate cilindrică umplută cu un fluid vâscos. La motoarele de 
automobil acesta este plasat la capătul arborelui cotit, în roata care antrenează 
cureaua ventilatorului. 


Arborele cotit este modelat simplificat ca o bară în consolă, cu rigiditatea 
la răsucire K. Amortizorul ataşat la capătul liber are o carcasă cu momentul de 
inerție masic J (fig. 3.36) în care se poate roti liber un disc cu momentul de inerție 
masic J,, asupra căruia acţionează un cuplu de amortizare proportional cu viteza 
unghiulară relativă între carcasă şi disc. Dacă amortizorul este solicitat de un cuplu 


exterior armonic My coswt, ecuaţiile de mişcare se pot scrie 
JO+KO+c (6-6,)=M, cost, 

$ a ai (3.154) 

Ja 0, —C (6-6,)=0, 


unde @ este rotirea carcasei şi 0, este rotirea discului interior. Coeficientul de 


amortizare are expresia (Harris şi Crede, 1968) 
epee | Boca Ny, (3.155) 
h, 2h, 


unde u este vâscozitatea uleiului. 


Fig. 3.36 


Presupunând soluții de forma 


0 = Oy cosot, 6, = 01) cos(@t—¢), 
şi notând 
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ee ee eee yuan (3.156) 


2 = 
” J o 2I 4 O, J 


(a) 


amplitudinea adimensionala a carcasei este data de 


BO) n +460" l (3.157) 
Ma mlm +a + Am? sg 


Pentru o valoare dată 4, diagramele amplitudinii adimensionale 
|K 0) /Mo | sunt prezentate în funcţie de pulsatia adimensională 7 în fig. 3.37, 


pentru câteva valori ale raportului de amortizare C. 


Fig. 3.37 


Pentru ¢=0, curba corespunde unui sistem neamortizat cu pulsatia de 
rezonanță @,, a cărui amplitudine este infinită la 7=1. Pentru C=, curba 
corespunde unui sistem neamortizat cu  pulsația de rezonanță 
VK/U +J4) =O, / VI+A, în care discul şi carcasa amortizorului se mişcă 
împreună ca o singură masă. Curbele trasate pentru aceste două valori extreme ale 
lui ( se intersectează în punctul M , de abscisă py = 2/(2+ 4). Pentru orice 


altă valoare a amortizării, toate curbele răspunsului trec prin acest punct. Există o 
valoare optimă a amortizării 
1 


Son = DT) 


pentru care amplitudinea la rezonanţă este minimă şi egală cu ordonata 1+ (2/ A) a 


(3.158) 


punctului M . 
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Pe baza ecuaţiilor (3.156) şi (3.158) se poate proiecta un amortizor de 
vibrații torsionale cu o curbă de răspuns aplatisată, eficient într-un domeniu larg de 
frecvenţe excitatoare. 


3.6.5 Absorbitorul de vibrații amortizat 


Un absorbitor dinamic de vibrații constă dintr-un sistem secundar masă- 
arc ataşat sistemului primar (initial) masă-arc pentru a-l proteja contra vibratiilor. 


Principalul efect al ataşării unui sistem secundar este transformarea dintr- 
un sistem cu un grad de libertate într-un sistem cu două grade de libertate. Valorile 
parametrilor fizici ai absorbitorului se aleg astfel încât deplasarea (sau alt 
parametru cinematic al) sistemului principal să fie minimă. Masa adăugată trebuie 
să aibă o mişcare suficient de mare ca să “absoarbă” energia introdusă în sistem de 
forța care acţionează asupra masei inițiale. Dacă se tine cont de amortizarea din 
sistemul secundar, deplasarea masei principale nu poate fi redusă la zero, însă 


domeniul util de lucru al absorbitorului creşte, imbunatatindu-i eficienţa. 


Fig. 3.38 


3.6.5.1 Sistemul primar acţionat de o forță armonică 


Se consideră răspunsul armonic al unui sistem cu două grade de libertate, 
compus dintr-un sistem primar neamortizat şi un absorbitor cu amortizare vâscoasă 
(fig. 3.38, a). Un astfel de sistem se obţine prin eliminarea amortizorului c} din 
sistemul prezentat în fig. 3.31. 


Daca se anulează coeficientul de amortizare c,, şi se elimină forța f,, 
ecuaţiile (3.136) pot fi rescrise sub forma 


mă +c, (x, =A Pk x, +k, (x; =)= f(e), 


My Xz AE iy) ky (x x)=0. (3.159) 


În regim stationar, cu forță (de amplitudine constantă) şi răspuns armonic 
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fi =F) gior. ay =X, ete X2 =X, eee. (3.160) 
ecuatiile (3.159) devin 
(4, +k, -m o? +i@ că -(io Cy +k) X> = Fo, 


A : (3.161) 
-(io Cy + hy) Xy + (ks —-M) o +1@ că, =0. 


Amplitudinea vibratiilor sistemului primar X, = x | poate fi exprimata 


sub forma 
ee 6.162) 
X st C* 65 +D 
unde 
Xa =F, /ky, A=2 ny, B=uly?-62), C=2uy (1-6? - 20"), 
D=n(y?-67) (1-0? | 4220, 6; =c,/203 my, (3.163) 


u= mm, 0=a/0,, Y=@/0,, @,=Jk,/m,, Oy = ky/my . 


Curbele de variaţie ale raportului X,/x, în funcţie de pulsaţia 
adimensională 0 sunt prezentate în fig. 3.39, pentru valori date 7 şi y , şi câteva 
valori ale raportului de amortizare 6, . Absorbitorul reduce amplitudinea vibratiilor 
sistemului primar de la valori infinite la o valoare finită mică, la 0 =1. 


Când ¢,=0, X,/x,,=B/D. Când €,=0, X,/x,,= A/C. Curbele de 
răspuns trasate pentru cele două valori limită ale amortizării se intersectează în 
punctele R şi S. Toate curbele de răspuns ale masei primare în sistemul cu 
absorbitor, trasate pentru diferite valori C,, trec prin aceste două puncte, numite 
“punctele fixe”. 


Variind raportul pulsatiilor w , ordonatele celor două puncte cresc sau 
scad. Cazul cel mai favorabil, in care se obține valoarea minimă a răspunsului 
dinamic maxim pe întregul domeniu de pulsaţii, se poate obţine dacă sunt 
satisfăcute următoarele două condiţii (J. Ormondroyd şi J. P. den Hartog, 1928): 


a) Cele două puncte R şi S să aibă ordonate egale. Aceasta se realizează 
dacă (E. Hahnkamm, 1932) raportul între pulsatia proprie a absorbitorului şi cea a 
sistemului primar este 


1 
=—. 3.164 
V opt eer, ( ) 
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b) Pantele curbelor de răspuns în punctele R şi S să fie zero, deci cele două 
puncte să devină două maxime în curba de răspuns. 


Din păcate, pentru o valoare dată a raportului pulsatiilor y , nu pot exista 


două maxime de ordonate egale. Totuşi, dacă panta în unul din puncte este zero, 
panta în celălalt punct este foarte apropiată de zero. Aceasta se obţine atunci când 
răspunsul (deplasarea) sistemului primar este 


(X1 sapa = | TEA (3.165) 
HU 


Pulsatile adimensionale la care apar cele două vârfuri (abscisele punctelor 
fixe) au expresiile 
1+,/2/(2+n) 
6? = eye) (3.166) 
+4 


Raportul pulsatiilor 0 la care apare minimul dintre cele două vârfuri este 
egal cu media aritmetică a valorilor de mai sus + 1/(1+ 4) = yY 2 Acesta este deci 
raportul pulsatiilor la care se acordează absorbitorul. 


= = = Sistemul primar 


Fig. 3.39 


Coeficientul de amortizare optim care rezultă din respectarea celor două 
condiţii se poate obţine derivând relaţia (3.162) în raport cu @ şi egalând cu zero 
pentru fiecare punct de intersecţie, rezultând două valori C,y=c) / 2m, ©}. 
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Diferenţa între aceste valori creşte atunci când raportul yz (între masa 


absorbitorului şi masa sistemului primar) creşte. Se obişnuieşte să se aleagă media 
aritmetică a acestor valori (J. E. Broch, 1946) 


c|2m oi =y 3/8 (1+ u) > 


3u 
8(1+4) 


În plus, deplasarea relativă între masa principală şi cea a absorbitorului 


sau 


dia e (3.167) 


|X -X2|= aS 
2k, 0(c,/2m,01) 


trebuie să fie relativ mică, pentru a evita ruperea prin oboseală a arcului 
absorbitorului. 


(3.168) 


Teoria prezentată, strict valabilă dacă sistemul primar este neamortizat, 
poate fi extinsă la sisteme slab amortizate. 


Dacă se minimizează viteza masei sistemului primar (în locul deplasării) 
acționat de o forță armonică de amplitudine constantă, atunci parametrii optimi ai 
absorbitorului dinamic au valorile (V. H. Neubert, 1964) 


1+ 4/2 [sa (14 u+5u? 4) (3.169) 


Y aia pl) 


Y opt arn Copt = 
kX ae 1+ 4/2 (3.170) 
foo aos u l+u ` l 


Dacă asupra masei sistemului primar acționează o forță armonică cu 


aplitudinea proporțională cu pătratul pulsatiei mo ro”, atunci parametrii optimi ai 
absorbitorului dinamic au valorile (G. B. Warburton şi E. O. Ayorinde, 1980) 


| 3u 
= 3 = > 3.171 


X 
= | ey ts Lay (3.172) 
opt 


pà 
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3.6.5.2 Sistemul primar acţionat la bază cu o acceleraţie armonică 
Dacă suportul sistemului primar vibrează cu o acceleraţie armonică de 
amplitudine constantă Xo şi se minimizează accelerația masei sistemului primar, 


atunci parametrii optimi ai absorbitorului dinamic au aceleaşi valori (3.164), 
(3.165) şi (3.167) ca în problema clasică (F. M. Sauer şi C. F. Garland, 1949). 


Dacă însă se minimizează deplasarea masei m,, atunci (G. B. Warburton, 


1982) 
1- u/2+y4 1-3u (7/4)? 
V opt = Hh + z / Me > (3.173) 
2(1+ 4) 
3u (1-3 +154? —2,833p) 
Coop = i (3.174) 


8(1-350-2u? -0,54 ) 
2 

oi = | 2 (1429042125? T +... (3.175) 
Xo opt u 


Pentru ca Wop Să fie real, raportul maselor 4< 2/7. Expresiile (3.174) şi 


(3.175) s-au obținut prin dezvoltări în serie care asigură o precizie de 0,1% pentru 
4<o0.l. 


3.6.5.3 Amortizorul sistemului secundar ataşat de un reper fix 


În fig. 3.38, b se prezintă o variantă a absorbitorului dinamic amortizat, în 
care amortizorul nu este ataşat de sistemul primar ci de un reper fix. 


Amplitudinea vibratiilor sistemului primar este dată de expresia (3.162) 
unde A, B şi D sunt date de (3.163) iar C=2y0 (1 -0° +uy?). Aplicand metoda 
optimizării bazată pe teoria punctelor fixe (M. Z. Rai, 2001), se obţine condiţia de 
acordare optimă 

1 


l-u 


= 3u 
Coop = a) (3.177) 


In aceste conditii, raspunsul (deplasarea) sistemului primar maxim este 


Vopt = (3.176) 


şi amortizarea optima 
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(=) 0-2 (3.178) 
Xst J opt H 


Comparând expresiile (3.165) şi (3.178) se observă că, pentru acelaşi 
raport al maselor yz, din relația (3.178) rezultă un nivel al vibratiilor masei 


principale mai mic decât din relația (3.165). Deci, fără a creşte masa adițională, 
nivelul vibratiilor masei m, poate fi redus mai eficient legând amortizorul la un 
punct fix. 


3.6.5.4 Aplicaţii ale absorbitorilor dinamici de vibrații 


Relaţiile obţinute pentru parametrii absorbitorului optim pot fi utilizate şi 
atunci când sistemul principal este un corp elastic, cu condiția ca acesta să aibă 
pulsatii proprii bine separate, amortizare relativ mică şi să se utilizeze în calcule 
masa efectivă a acestuia. Sistemul real este înlocuit cu un sistem echivalent cu un 
grad de libertate. Masa distribuită este concentrată în punctul de ataşare a 
absorbitorului, în care se poate calcula rigiditatea echivalentă a sistemului. 


Absorbitorul dinamic a fost inventat de H. Frahm în 1909 şi patentat în 
1911. 


La conductoarele electrice aeriene ale liniilor de înaltă tensiune apar 
vibrații transversale cu frecvențe între 5 şi 50 Hz şi amplitudini de ordinul 
diametrului conductorului, produse de curenţi de aer cu viteze între 1 şi 8 m/s. 
Problema a fost studiată prima dată în 1925 la linia de 220 kV dintre Big Creek şi 
Los Angeles, pentru care G. H. Stockbridge a proiectat un absorbitor dinamic cu 
două greutăți din beton dispuse la capetele unei tije din oţel montat sub conductorul 
electric în punctul de amplitudine maximă a vibratiilor. În prezent, absorbitorul 
Stockbridge simetric se construieşte în soluția Monroe-Templin (fig. 3.40). 


EAN 


Fig. 3.40 


Acesta consta dintr-un cablu toronat (care are amortizare, datorita frecarii 
intre fire) cu doua greutati (metalice cilindrice) la capete, fixat cu o brida centrala 
sub conductorul electric, deobicei in apropierea stalpului de sustinere. 


Absorbitorul este un element reactiv, care absoarbe energia vibratiilor 
liniei aeriene, realizând o cvasi-antirezonanță, deci un punct aproape fix in 
apropierea stâlpului, limitând astfel solicitările mari din punctul de prindere de 
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stâlp al conductorului electric. Există o gamă largă de absorbitori Stockbridge, 
pentru conductoare cu diametre până la 75 mm şi deschideri până la 670 m. 


Deobicei, absorbitorul este acordat pe frecvențele forțelor transversale 
armonice produse de desprinderea vârtejurilor alternante de tip Karman. Acestea se 
calculează pe baza vitezei vântului, diametrului conductorului şi numărului 
Strouhal al curgerii. 


Sub acţiunea vântului şi cutremurelor, clădirile înalte au vibrații laterale şi 
vibrații torsionale. Pentru limitarea acestora, se utilizează absorbitori dinamici 
amplasați la un etaj superior, conform schemei din fig. 3.41. 


Fig. 3.41 


Prima aplicaţie de acest fel s-a utilizat la clădirea John Hancock Tower din 
Boston, Massachussetts, în urma plângerilor locatarilor deranjati de vibraţiile 
clădirii produse de vânt (1976). La extremităţile etajului superior au fost instalate 
două mase de câte 300 tone (plumb în cutii de oţel) acţionate hidraulic, sistemul 
secundar având perioade proprii până la 7 secunde şi amplitudini până la 1,8 m. 
Când clădirea se “clatină” sub acțiunea vântului, greutăţile tind să rămână fixe în 
spaţiu, permiţând podelei să alunece sub ele, arcurile şi amortizoarele acționând 
asupra structurii din oţel, reducând vibraţiile. 


A doua aplicaţie a fost la Citycorp Center din Manhattan (1977), 
absorbitorul având o greutate din beton de 360 tone, acționată hidraulic pe două 
direcții perpendiculare între ele. Sistemul hidraulic care realizează suspensia este 
pornit automat când vibraţiile produse de vânt depăşesc un anumit nivel. Oscilatiile 
masei absorbitorului dinamic preiau din energia vibratiilor clădirii, realizând o 
reducere până la 50% a amplitudinii acestora. Soluția este mai ieftină decât 
rigidizarea structurii. 


Turnul Taipei 101 are la etajul 88 un absorbitor dinamic cu o masă sferică 
de 700 tone suspendată pendular pe cabluri. Hotelul Burj al-Arab din Dubai (321 
m) are opt absorbitori dinamici orizontali montați la înălțimea de 280 m în braţele 
exterioare din oţel şi trei absorbitori plasați în vârful catargului antenei. Absorbitori 
dinamici sunt montați şi în antenele celor două clădiri Emirates Towers din Dubai 
şi în turnul televiziunii din Berlin. 
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Absorbitorii dinamici pot fi utilizaţi pentru atenuarea vibratiilor blocurilor 
de fundaţii ale compresoarelor cu piston. O soluție care utilizează absorbitori cu 
mase din fontă, montate pe arcuri din oţel în consolă, este prezentată în fig. 3.42 
(Allaway şi Grootenhuis, 1965). 


Bare de 
pretensionare 


Arcuri Greutăţi 
lamelare din fontă 
Fig. 3.42 


În fig. 3.43 se prezintă absorbitori utilizați la maşini electrice (J. 
Ormondroyd şi J. P. den Hartog, 1928). Pe piedestalul lagărului exterior al unui 
turbogenerator de 300 MW s-au înregistrat vibatii axiale de 137 „m la turatia de 
1800 rot/min. S-au montat doi absorbitori constând dintr-o bară în consolă, de 
lungime 0,5m şi secțiune transversală 200x 67 mm , şi o greutate de 110 N cu 
poziţie reglabilă pe verticală, calculată să aibă o frecvență proprie de 30 Hz. 
Amplitudinea vibratiilor a fost redusă la 48 „m. 


Absorbitor 
dinamic 


Absorbitor 
dinamic 


i. 
Piedestalul 
lagărului 


Fig. 3.43 


Podurile pentru pietoni şi pasarelele pot vibra sub acțiunea vântului sau a 
forțelor produse de trecerea pietonilor. Sunt cunoscute problemele ridicate de 
vibraţiile laterale ale podului Millenium Bridge din Londra (cu amplitudini până la 
70 mm la frecvenţa de 0,95 Hz) sub care au fost montați 52 de absorbitori de 
vibrații. Aceeaşi problema a apărut la podurile din Auckland, Birmingham şi 
Chester, cu frecvenţe laterale de ordinul a 0,7 Hz şi în Paris, la podul peste Sena 
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dintre grădinile Tuileries şi Quay d'Orsay şi recent la pasarela Simone de 
Beauvoir. In fig. 3.44 se arată un absorbitor pentru vibrații verticale, cu o masă de 
710 kg şi amortizare cu aer (V. A. L. Chasteau, 1973). 


Opritor A 
Platforma podului 


— e - aN 

NANNU = cao soars N a= ED Ni 
A i | N 

- Cabluri Pre l -m + 


coke” | eC | | Eee 


Orificiu 


în: f: 

pentru A $: 
reglajul Z îi 
amortizării Ei LF zd 


SNY 


PIPI III III II PILI ATI IEI III II LIAL TTI 


MESSER: CLT? 
Zins 
ZIS: 
| GO 
a A a 
reglabilă a 
a d bored ee O 


Opritor 


Fig. 3.44 


O aplicație la o maşină de tuns electrică este prezentată în fig. 3.45. 
Mişcarea de dute-vino a lamelei tăietoare produce vibraţiile mânerului care sunt 
atenuate de amortizorul dinamic realizat ca o bară în consolă cu o masă în capăt, 
fixată de carcasa maşinii (I. O. Miner, 1931). 


Lama Sistem 
zi S 
tăietoare vibrator Carcasa 


a ae oe aa 
- pri di 


. ~~ 
Absorbitor ">= 
į $ `~“ _ 
dinamic Sa 


Fig. 3.45 


În fig. 3.46 se arată schiţa unei bare de strunjit interior prevăzută cu un 
absorbitor dinamic. Masa absorbitorului (din plumb) este cilindrică. Capetele de 
diametru mai mic sunt rezemate pe două inele din cauciuc. Acestea pot fi 
comprimate axial cu o forță reglabilă, modificându-se astfel rigiditatea şi 
coeficientul de amortizare ale absorbitorului, pentru acordarea acestuia. 
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Corpul barei Șurub de Inel de cauciuc Masa absorbitorului Cap 
reglaj porteutit 


Fig. 3.46 


La barele de alezat si la cutitele de strung se pot utiliza si absorbitori 
dinamici cu acţiune prin impact. In fig. 3.47 se arată absorbitorul cu impact pentru 
cutite de strung pentru degrosare proiectat de D. J. Rijkov (1953). 


Are de 
pretensionare 


Masa 
de impact 


Fig. 3.47 


De mentionat ca absorbitorul Lanchester a fost aplicat la bare de gaurit (R. 
S. Hahn, 1951) iar absorbitori amortizati, cu elemente deformabile din elastomeri 
sau materiale plastice (având atât elasticitate cât şi amortizare), sunt frecvent 
utilizați la maşini unelte 


3.6.6 Amortizarea vâscoasă neproportionala 


Se consideră sistemul din fig. 3.30, a cu amortizare vâscoasă 
neproportionala. Ecuația vibratiilor libere (3.121, a) este 


[m Jt + Le e )+ a Hx} =t0}, (3.179) 


unde matricea [e ] nu este proporțională nici cu matricea [m ] nici cu [k |. 
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Pentru simplificarea calculelor, ecuația de ordinul doi (3.179) este 
transformată într-o ecuaţie de ordinul întâi în spaţiul stărilor, introducând o ecuaţie 
auxiliară 


[m] {x }-[m] {x }={0}. (3.180) 
Combinând ecuaţiile (3.179) şi (3.180) rezultă 


weee TEH e 


[A] ta}+[B]{a}={0}, (3.182) 


unde matricile [A] and [8], de dimensiuni 4 x 4, sunt reale 
al- ioi | Dali i 
[0] [m] [+] [e] 
Înlocuind o soluţie de forma {q}={@®}e%', şi corespunzător 
{x }= (ule“, ecuaţia (3.182) devine 


(s[4]+[B]) {o}={o}. (3.183) 


Există patru valori proprii s,, soluţii ale ecuației 


sau 


det(s [4]+[8])=0, (3.184) 
şi patru vectori proprii (o he care satisfac problema generalizata de valori proprii 
[B]{o} =-s, [A]{@}.. (r =1,...,4) (3.185) 


Ecuația (3.185) se poate scrie sub forma 


-[A]"[B] {@} =s,{@},  (r=1....4) (3.186) 
unde 
“P| tng fy ik (3.187) 


ERSA wra toi. (3.188) 
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La sisteme cu 2 g.d.l. amortizate subcritic, ecuaţia (3.188) are două perechi 
de rădăcini complexe conjugate 


S 125-01 +104), S 34502 Ei0q2» (3.189) 
unde părțile imaginare, og, $i @,47, sunt pulsațiile proprii amortizate iar părțile 
reale, o, şi 0», sunt factori de amortizare (constante de atenuare). Vectorii 
proprii (o iz sunt complecsi conjugati. 


Intre parametrii de mai sus si valorile absolute ale pulsatiilor proprii si 
rapoartele de amortizare se stabilesc relatiile 


o, =,02,402 , aoe r=1,2 (3.190) 


In general, la modurile de vibratie amortizate supracritic, valorile proprii 
reale se pot scrie 


Sp Sr =—-O, FT, (3.191) 
iar relațiile (3.190) devin 


o, =io2-72, er, (3.192) 


Mişcarea într-un mod amortizat supracritic este aperiodică. În acest caz, nu 
există un vârf de rezonanţă în diagrama amplitudine-pulsatie sau o buclă în 
diagrama Nyquist chiar pentru pulsatii proprii relativ depărtate. 


Pentru sisteme amortizate subcritic, din ecuaţia (3.188) se obţin două 
perechi de vectori complecşi conjugati, a căror jumătate superioară defineşte forma 
modală. Diferenţa de fază între mişcările în gradele de libertate într-un mod de 
vibrație face ca amplitudinea deplasării maxime a maselor să se înregistreze în 
momente diferite în timp. Mişcarea într-un mod de vibraţie complex nu mai este 
sincronă, şi nu are caracterul unei unde staționare, cu noduri şi ventre fixe, ca la 
sistemele cu amortizare proporțională. Ea are proprietăţile unei unde progresive, cu 
noduri şi ventre care se deplasează ciclic, configurația repetându-se la fiecare ciclu 
de vibraţie, 


Exemplul 3.14 
Sistemul din fig. 3.31 are m, =100kg, m,=lkg, k,=9,9-10°N/m, 


k, =0,1-10° N/m, e, = c = 125 Ns/m. Să se calculeze parametrii modali şi să se 
traseze diagramele Nyquist ale receptantelor complexe. 


Rezolvare. Matricile de masă, de rigiditate şi de amortizare sunt 
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[ml i [e1105 a | e] | pai | 
0 1 -1 1 —125 125 


Valorile proprii cu parte imaginara pozitiva sunt 


A = 4,785 + i-312,659, A y= —58,965 + i-312,685. 


372,659 
Venn 


310 
Fig. 3.48 


Vectorii proprii corespunzători sunt 
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Cee {u}, = 
“31211207 E "2 21 _a865-i.35222]! 


Pulsatiile proprii  amortizate sunt @ q1 = 312,66 rad/s şi 


@ 47 =312,68 rad/s. Valorile absolute ale  pulsaţiilor proprii sunt 


@,=@7,+07 =312,70 rad/s, o =,/075+0 5 =318,19 rad/s. Rapoartele de 


amortizare modale sunt (|, =o, /@; =0,015 şi (2 =o, /@, =0,185. 


Pulsatiile proprii neamortizate ale sistemului conservativ asociat sunt 
@ 9, =300 rad/s şi @ p =100V11 =331,66 rad/s, fiind diferite de valorile 


absolute ale valorilor proprii ale sistemului cu amortizare neproportionala. În acest 
caz, diferenţa între pulsatiile proprii amortizate este 0,026 rad/s , deci 0,0041 Hz, 
în timp ce pulsatiile proprii neamortizate diferă cu 5,039 Hz. Cuplajul prin 
amortizare apropie relativ pulsatile proprii, ceea ce complică determinarea lor 
experimentală. 


Diagramele Nyquist ale receptantelor @;; =x; / fi» Lj=1,2, sunt 
prezentate in fig. 3.48 cu pulsatia excitatoare marcata de-a lungul curbelor. Forma 
neobişnuită a diagramelor receptantelor directe, fără bucle distincte, este produsă 


de apropierea relativă a pulsatiilor proprii şi valoarea relativ mare a amortizării în 
modul al doilea de vibraţie. 


Exemplul 3.15 


Să se calculeze parametrii modali ai sistemului din fig. 3.31, utilizând 
valorile parametrilor date în Tabelul 3.1 pentru următoarele patru cazuri: cazul I: 
sistem slab amortizat, cu pulsatii proprii relativ depărtate; cazul IJ: sistem slab 
amortizat, cu pulsatii proprii relativ apropiate; cazul III: sistem puternic amortizat, 
cu pulsatii proprii relativ depărtate; cazul IV: sistem puternic amortizat, cu pulsatii 
proprii relativ apropiate. 


Tabelul 3.1 


Cazul I II III IV 
Mi =M> kg 0,0259 | 0,0259 | 0,0259 | 0,0259 


K,=K3 | N/m 100 100 100 100 
K, N/m 50 1 50 1 
Cı Ns/m 0,3 0,3 3 3 
Co Ns/m | 0,2 0,2 2 2 


C3 Ns/m | 0,1 0,1 1 1 
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Să se traseze apoi diagramele Nyquist ale receptantelor complexe pentru 
cele patru sisteme. 


Rezolvare. Pulsatiile proprii neamortizate au expresiile 


k k 

2 3 2 2 2 

ui imi, asai | 14272) 
2 


Vectorii modali neamortizati sunt aceiaşi în toate cazurile 


wie} tu!) 


Matricile maselor modale, rigiditatilor modale şi amortizărilor modale, 
calculate cu ajutorul matricii modale construite cu vectorii de mai sus, sunt 


_| 2m, 0 | ki tks 0 
ae] |? Al x1- 0 PN, 


Cy +c 3 C1—C3 
[c |= . 
C|—C3 C, +0344, 
Dacă c, +c}, amortizarea este neproportionala iar matricea de amortizare 


modala nu este proportionala cu matricile modale de masa si de rigiditate. 


Valorile proprii sunt solutii ale ecuatiei algebrice de gradul patru 


ms? +(c, +e) s +k, +k — cs —kp 


— cs —kp mys? +(e, +3) s+ky +k; 


La moduri de vibratie amortizate subcritic, valorile proprii complexe pot fi 
scrise sub forma (3.179), in timp ce pentru moduri amortizate supracritic valorile 
proprii reale pot fi scrise sub forma (3.181). 


Valorile numerice ale parametrilor modali sunt date in Tabelul 3.2. 
Tabelul 3.2 


C Oa ERE NI RS a RI II ARI 
(073) M2 62,13 87,86 62,13 62,75 62,13 87,86 62,13 62,75 


(2)! W> 62,24 | 87,69 62,16 62,71 64,28 | 84,92 | 62,16 | 62,71 


Ci Ča 0,062 | 0,132 0,055 0,192 0,540 | 1,409 | 0,547 | 1,919 


Oi @g2 | 62,13 | 86,93 62,07 61,55 54,09 - 52,01 - 
O] 0» 3,645 | 11,594 | 3,406 | 12,033 | 34,734 - 34,044 - 
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Pulsatiile proprii neamortizate diferă de valorile absolute ale valorilor 
proprii ale sistemului cu amortizare neproportionala, og. # @,.. În cazul cuplajului 
prin amortizare, valorile absolute ale valorilor proprii, uneori denumite pulsafii de 
rezonanță, sunt mai apropiate între ele decât pulsatiile proprii neamortizate 
corespunzătoare, în timp ce pulsatiile proprii amortizate pot avea ordinea inversata. 
Pentru primul mod de vibraţie, o, > oo, în timp ce pentru modul al doilea, 


03 < op, iar în cazul I, op < Og- 


Modul al doilea este amortizat supracritic în cazurile III şi IV, având 
raportul de amortizare modal ¢, > 1. Într-adevăr, pentru valorile parametrilor fizici 
corespunzătoare sistemelor cu pulsatii proprii neamortizate relativ depărtate, modul 
al doilea de vibraţie devine amortizat supracritic la o valoare c3 =0,749 Ns/m, în 


timp ce primul mod de vibraţie devine amortizat supracritic pentru valori mai mari 
decât c} = 1,89Ns/m. 


Fig. 3.49 


Diagramele polare ale receptantelor complexe sunt prezentate in fig. 3.49. 
Cu excepţia cazului I, diagramele nu au două bucle, câte una pentru fiecare mod de 
vibraţie, astfel că numărul gradelor de libertate nu poate fi stabilit prin simpla 
inspectare vizuală a diagramelor răspunsului în frecvență. În astfel de cazuri, 
localizarea rezonantei necesită metode adecvate, tratate în volumul 2. 
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Probleme 


3.E1 La sistemul din fig. 3.1, cu k; =2k, ky =k, k3=2k, m, =3m, 


m, =m, se cer ecuaţiile de mişcare şi modurile proprii de vibraţie. 


Răspuns: o, =0,919.Jk/m, op =1,776Jk/m , u =0,464, 
U2 = —6,464 $ 


3.E2 Să se determine amplitudinile vibratiilor forțate ale sistemului din 
fig. 3.4, dacă k,=10°N/m, k> =500N/m, k3;=2-10°N/m, m,=5kg, 
m, =10kg, fi =100N, f,=0, w=15 rad/s. 

Răspuns: X,=0,6m, X, =—032m. 


3.E3 Să se determine amplitudinile vibratiilor forțate ale sistemului din 
fig. 3.4, pentru k =10%N/m, m = 5kg, fi =50N, fo =100N, w=10 rad/s. 


Răspuns: X; =—0,5m, X,=-0,8m. 


3.E4 Să se determine pulsatiile proprii şi formele modale pentru vibraţiile 
torsionale ale sistemului din fig. 3.6. Rigiditatle arborilor sunt K; =K , K,=2K, 


K 3 =3K „iar momentele de inerție masice ale discurilor sunt J; =2J, J, =J. 


Răspuns: o =AK/J, 02 =2,345JK/J , “,=0,5, up =-4. 


3.E5 Utilizând următoarele valori numerice: K,= 107 Nm/rad , 
K,=10’Nm/rad,  K3=3:107Nm/rad, J,=100kgm?, J, =200kgm?, 
f,=100N, f»=0, @=15 rad/s, să se determine amplitudinile vibratiilor 
torsionale ale sistemului din fig. 3.6, dacă pe discul al doilea acţionează un cuplu 


armonic de amplitudine My = 105 N şi pulsatie œ = 300 rad/s. 


Răspuns: ©, =0,00735 rad, 0, = 0,00772 rad. 


3.E6 Sa se calculeze pulsatiile proprii şi formele modurilor proprii ale 
vibratiilor de incovoiere pentru sistemul din fig. 3.15, în care m,=3m, 


m, =m/3, 4, =,=% şi EI =const. 
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Răspuns: @, =0,522EI/m@,  @,=1,73VEI/m@, ,=6, 


3.E7 Să se determine modurile proprii ale vibratiilor laterale ale sistemului 
prezentat în fig. 3.20, unde m, =2m, m =m, li =03 =£, 0,=¢/2 şi f=0. 


Răspuns: @,=1477VEI/m@, oo =3,464JEI/m@, uw, =-I, 


Hy =2. 


3.E8 Sa se calculeze pulsatiile proprii şi formele modurilor proprii ale 
vibratiilor de încovoiere ale barei de greutate neglijabilă din fig. 3.E8, pe care sunt 
montate două mase. 


m EI 2m 
ae G £ D £ A 
Fig. 3.E8 
Răspuns: @,=0891JEI/m@, @7=3,688JEI/me, w,=1,048, 


U= —0,477 N 


3.E9 Sa se determine amplitudinile vibratiilor maselor din fig. 3.E9, 
utilizând următoarele valori numerice: EI/m L = 800 sec”, Fy EI = 2 mm şi 
o = 10 rad/s. 


Fo cost 


Fig. 3.E9 
Răspuns: Y =117,5 mm, Y, =25,04 mm. 


3.E10 Sa se scrie ecuaţiile de mişcare ale sistemului din fig. 3.E10 
utilizând drept coordonate deplasarea x a centrului de greutate şi rotația 0 fata de 
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acest punct. Să calculeze pulsatiile proprii şi să se traseze formele modurilor de 
vibraţie, cu localizarea nodului în fiecare mod. 


2m 


m 
D= 
2k : k 


Fig. 3.E10 


Răspuns:  @,=0,707Jk/m, = @, =1414Jk/m, l/u; = 0,666, 
1/43 = —0,333/. 
3.E11 Să se calculeze pulsatiile proprii şi să se traseze formele modurilor 


proprii ale vibratiilor cuplate de translație şi rotaţie pentru bara rigidă din fig. 
3.E11. 


Fig. 3.E11 


Răspuns: @, =0,78Jk/m , oa =1,2814/k/m , 1/4 = 0,64/, 1/42 = —0,39/. 


3.E12 Să se calculeze amplitudinile vibrațiilor forțate ale barei rigide din 
fig. 3.E12, utilizând următoarele valori numerice: k= 105 N/m, m=5kg, 
Fy =50N, €=0,4m şi @=10 rad/s. 


Fy cos@t 


Fig. 3.E12 


Răspuns: A, =0,0165 m, Ag =0,083 rad . 
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3.E13 În tabelul alăturat se dau rezultatele unei încercări în regim armonic 
a unei structuri. Răspunsul a fost măsurat la o oarecare distanță de punctul de 
aplicație al forței excitatoare şi este dat sub forma valorilor amplitudinii şi 
unghiului de fază ale receptantei de transfer complexe. Se cere estimarea 
parametrilor modali: masele modale, rigiditatile modale, rapoartele de amortizare şi 
coeficienţii de amortizare vâscoasă modali. 


Amplitudinea Defazajul între 

Frecvența, : 3 . y 

Hz ; receptante1, raspuns $1 forta, 
103 mm/N grade 
40 10 10 
41 10,9 30 
41,5 10,9 50 
41,8 10,4 70 
42 9,5 90 
42,5 8,4 110 
43,5 7,1 130 
44 4,9 150 
50 3,0 152 
60 2,8 160 
68 2,0 178 
70 6,4 190 
72 6,9 210 
73 7,2 230 
73,5 6,6 250 
74 5,5 270 
74,5 43 290 
75 3,0 310 
77 1,8 330 

Răspuns: @ = 263rad/s, 1, =0,0466, K,=700N/m, 


C,=0,248Ns/m, M,=1015-10°kg,  @,=462rad/s, ¢,=0,0339, 
K, =1800N/m, C, =0,264Ns/m, M,=0,84-107kg. 


3.E14 Sa se arate că dacă se minimizeaza accelerația masei sistemului 
primar (în locul deplasării) acţionat de o forță armonică de amplitudine constantă, 
atunci parametrii optimi ai absorbitorului dinamic amortizat au valorile 


eee = 3u 
rapa ge? oo 8(1+ 4/2) 
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4. 


SISTEME CU MAI MULTE GRADE DE 
LIBERTATE 


Sistemele vibratoare cu două grade de libertate studiate în capitolul 
precedent reprezintă cazul cel mai simplu şi o introducere în studiul sistemelor cu 
mai multe grade de libertate. Un sistem are n grade de libertate dacă, în orice 
moment, configuraţia sa poate fi reprezentată de n coordonate independente. 
Deobicei, în spaţiul configuratiilor, coordonatele sunt deplasări liniare sau 
unghiulare, dar pot fi şi viteze sau acceleratii. 


Sistemele cu număr finit de grade de libertate sunt sisteme discrete. În 
practica inginerească, vibraţiile sistemelor continue sunt deobicei descrise cu un 
număr finit de coordonate. Fiecare element al unui sistem discret poate fi el însuşi 
un sistem continuu, dar frecvențele proprii cele mai joase ale acestuia trebuie să fie 
mult mai mici decât cele ale sistemului discret idealizat. 


Cea mai simplă metodă de discretizare conduce la sisteme cu parametri 
concentrați, constând din mase sau discuri rigide, arcuri şi amortizoare. 
Proprietăţile dinamice ale acestora sunt definite prin mărimi scalare. Elementele 
deformabile pot fi descrise prin matrici de rigiditate şi de amortizare, care exprimă 
forțele la extremitățile elementului în funcție de deplasările sau vitezele relative ale 
extremităților. 


Un alt procedeu de discretizare este metoda elementelor finite. Aceasta 
poate fi considerată o metodă Rayleigh-Ritz, în care soluţia unei probleme 
diferențiale de valori proprii, pentru care nu se cunoaşte forma (închisă) exactă, 
este aproximată printr-o serie finită de funcții de forma inmultite cu coeficienți 
nedeterminati. În metoda elementelor finite, funcţiile de formă sunt polinoame de 
grad mic, definite local, iar coeficienţii sunt deplasări nodale determinate astfel 
încât să minimizeze câtul lui Rayleigh pentru întregul sistem. Pentru fiecare tip de 
element finit se definesc matricile elementului care sunt apoi asamblate în matricile 
globale de masă, de rigiditate şi de amortizare. 


Cu ajutorul matricilor globale se scriu ecuaţiile diferențiale de mişcare. 
Căutând soluţii armonice sincrone, ecuaţiile de mişcare sunt transformate într-un 
sistem algebric liniar şi omogen, echivalent cu o problemă de valori proprii. 
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Valorile proprii dau frecvențele proprii iar vectorii proprii dau forma modurilor 
proprii de vibraţie. Frecventele proprii mai pot fi obținute prin minimizarea câtului 
lui Rayleigh. 


Răspunsul dinamic al unui sistem discret poate fi descris de ecuaţii 
diferențiale ordinare simultane. Prin alegerea unui set convenabil de coordonate, 
numite coordonate modale sau principale, ecuaţiile de mişcare pot fi decuplate şi 
rezolvate independent. Coordonatele modale reprezintă combinaţii liniare ale 
deplasărilor reale. Invers, mişcarea în spațiul configuratiilor poate fi privită ca o 
suprapunere de vibrații în modurile naturale (proprii) de vibrație, definite de 
coordonatele modale. Mişcarea într-un mod propriu de vibraţie al unui sistem 
neamortizat este sincronă şi armonică în toate coordonatele sistemului. 


Sistemele cu un număr finit de grade de libertate vibrează simultan în cele 
câteva moduri naturale, al căror număr este egal cu numărul gradelor de libertate. 
Pentru a vibra într-un singur mod natural sunt necesare anumite combinații 
particulare ale condiţiilor iniţiale ale mişcării sau ale forțelor exterioare aplicate 
sistemului. În cazul vibratiilor amortizate, vibrația liberă este dominată doar de 
câteva moduri cu frecvenţe joase, uneori doar de modul fundamental de vibraţie, în 
timp ce vibrația forţată poate fi descrisă de o sumă trunchiată de moduri naturale cu 
rezonanţe în domeniul frecvenţelor de interes, la care se mai adaugă câţiva termeni 
reziduali datorită modurilor cu frecvenţe inferioare sau superioare domeniului de 
lucru. 


Între sistemele discrete de ordin mic analizate în acest capitol şi sistemele 
discrete de ordin mare, tratate într-un alt capitol (volumul 2), nu există diferenţe 
esențiale, cu excepția faptului că rezolvarea problemei de valori proprii a 
sistemelor mari necesită metode de calcul mai eficiente. 


4.1 Sisteme cu mase concentrate 


Sistemele vibratoare formate din elemente unidimensionale, de tipul 
barelor, arborilor sau grinzilor, pot fi modelate prin sisteme simple constând din 
mase concentrate conectate prin elemente elastice cu masă proprie neglijabilă. 
Masa distribuită a elementelor elastice este concentrată în puncte alese arbitrar, 
deobicei echidistante, indiferent de variaţia amplitudinii vibratiei în lungul 
elementului. 


4.1.1 Bare cu mase concentrate 
Pe barele cu mase concentrate pot fi ataşate fie mase punctuale, care au 


deplasări transversale de translație (liniare), fie discuri rigide, care au grade de 
libertate de translație şi de rotaţie (liniare şi unghiulare). 
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4.1.1.1 Deplasări liniare 


În fig. 4.1 se prezintă două moduri de discretizare a masei unui element de 
grindă de secțiune constantă. Modelul lui Duncan (fig. 4.1, b) are masa totală 
concentrată în centrul de greutate. Modelul lui Rayleigh (fig. 4.1, c) are câte o 
jumătate din masa totală concentrată la fiecare extremitate. S-a notat my = pA 


masa pe unitatea de lungime, unde p este densitatea materialului şi A este aria 
secțiunii transversale. 


Lime? 
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Fig. 4.1 


Comparând cele două modele se observă că în modelul lui Duncan se 
neglijează inertia la rotație față de mijlocul elementului, în timp ce în modelul lui 


2 
Rayleigh momentul de inerție față de mijloc este 2zt(£) #0. Din acest 


motiv, prin concentrarea masei proprii folosind modelul lui Duncan se obtin in 
general frecvente proprii de valori mai mari, in timp ce cu modelul lui Rayleigh se 
obtin frecvente proprii mai mici. Diferenta valorilor frecventelor calculate cu cele 
două modele scade cu creşterea numărului elementelor. 


Modelul lui Rayleigh prezintă avantaje în cazul barelor cu secțiune 
variabilă în trepte, când modulul de rigiditate la incovoiere EI variază la capetele 
elementelor, astfel că între mase modelul cu mase concentrate are porțiuni de 
secțiune constantă. 


Discrepanta valorilor frecvențelor proprii calculate cu modelul lui Rayleigh 
poate fi ilustrată prin două exemple. 


Dacă grinda simplu rezemată din fig. 4.2, a este împărţită în două 
segmente (fig. 4.2, b), raportul între pulsatia proprie aproximativă şi cea adevărată 
(5.14), calculată pentru grinda cu masă uniform distribuită, este o, /@ 19 = 0,995. 
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Dacă grinda este împărțită în patru segmente (fig. 4.2, c), sistemul cu trei grade 
libertate are pulsatii proprii @;/@10 =0,98 , 02/20 =0,995 şi 03/30 =0,995. 


La grinda în consolă din fig. 4.3, a aproximaarea este mai slabă. La 
modelul cu un segment (fig. 4.3, 5), raportul între pulsatia proprie şi valoarea 
adevărată (5.16) este o, A 010 = 0,7. Dacă grinda este împărţită în două segmente 
(fig. 4.3, c), raportul primelor pulsatii proprii este o, / 019 = 0,9. Dacă grinda este 
împărțită în trei segmente (fig. 4.2, d), raportul primelor pulsatii proprii este 
21/09 = 0,95. 
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€ 2) i<—O— > 
y H4 b/4 Ali | bA 43 4/3 L3 
i d 
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Fig. 4.2 Fig. 4.3 


4.1.1.2 Deplasări liniare şi rotiri 


O extensie a modelului lui Duncan este prezentată în fig. 4.1, d, unde masa 
şi momentul de inerție masic ale elementului sunt concentrate la mijloc. 


Pentru un element de bară cu secţiune constantă, masa totală este 
m = pAt = mot, (4.1) 


iar momentul de inerție masic total este 


3 3 
BLL roți Csi Dai, (4.2) 


J + 
12 A 12 


unde J este momentul de inerție axial al secțiunii transversale. 
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Pentru un element cilindric de bară, de diametru d şi lungime £, 


2 
pot] 347 42 | (4.3) 
2 | 4 


Momentul de inertie masic total (4.2) se compune din doua parti. Prima 
parte, me? 12, se datoreşte masei distribuite în lungul elementului la nivelul axei 
neutre. Partea a doua, “inerția la rotație” p//, se datoreşte faptului că masa este 
distribuită şi în afara axei neutre. Aceasta nu ia parte la translație, fiind activată 


doar de rotire. 


În extensia modelului lui Rayleigh (fig. 4.1, e), câte o jumătate din masa 
totală şi un moment de inerție masic negativ sunt concentrate la cele două capete. 
Prin această distribuţie se conservă masa şi momentul de inerție masic total faţă de 
mijlocul elementului. Verificarea se poate face utilizând teorema Huygens-Steiner 
pentru axe paralele 


mol (2 mo _ mot 
24 2| 2 


Distincția de mai sus este utilă în analiza cu elemente finite. Se lucrează cu 
două matrici de inerție diagonale ale elementului: una pentru inerția la translație 


/2 0 0 0 


lm? |= moe DOMED A (4.4) 
0 1/2 0 
0 0 0 -2/2 
şi una pentru inertia la rotație 
0 0 0 0 
lm? |= moe ee ; (4.5) 
0000 
0007 


unde i=.///A. 


4.1.1.3 Coeficienti de flexibilitate 


Asa cum s-a aratat in §3.3, ecuatiile de miscare ale sistemelor cu mase 
concentrate solicitate la incovoiere se scriu mai usor utilizand coeficienti de 
flexibilitate decât rigiditati. 

Dacă deplasările maselor concentrate sunt alese coordonatele care definesc 
mişcarea sistemului, atunci vectorul deplasărilor { y} este legat de vectorul fortelor 
aplicate maselor { f \ prin matricea de flexibilitate [5 | ca in ecuatia (3.78) 
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=). (4.6) 
Ecuatia de mişcare pentru vibraţiile libere (3.82) se poate scrie 
[5] (+ o)=t0). (4.7) 


Problema de valori proprii corespunzătoare (3.85) este 


Ls] -str]ta to). (4.8) 


de [2 m] 25 [r]}-0 (9) 


oO 
ale cărei soluţii sunt pulsatiile proprii ale sistemului o, . 


Forma modurilor proprii este definită de vectorii modali {a} care 


r? 


satisfac sistemul de ecuaţii algebrice liniare şi omogene 


(0 RI) (4.10 


Exemplul 4.1 
Sa se calculeze pulsatiile proprii ale vibratiilor transversale ale barei cu trei 


mase din fig. 4.4, a, unde EJ = const. 


Rezolvare. Utilizând fig. 4.4, b, săgeata produsă în secţiunea x de o forță 
concentrată F aplicată la distanţa b de capătul din dreapta, are expresia 


o(x)= le —x2 02), 


Coeficientii de flexibilitate sunt 
b,x; 

i py? S57 |, 

iu a i i 


Deoarece x, =b,=0/4, x, =b,=0/2, x3=by=34/4, matricea de 
flexibilitate este 
9 11 7 


3 
[& ]= olay ee TA). (4.11) 
768 EI 
11 9 
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Ecuația (4.8) poate fi scrisă 


9 11 oF ay ay 
11 16 11|4a,$=A4a, 
7 (Ii 9 a, a3 


unde 


A=T68EI/m@o? . 
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Fig. 4.4 Fig. 4.5 


Ecuația pulsatiilor proprii este 
A} — 3442 +18 4-28 =0, 
având rădăcinile 
A, = 315563, Ay =2, A3 = 0,4436. 


Pulsaţiile proprii sunt 


©, = 4,933 E1/mP , a =19596 E1/mP , œ, = 41,606 EI [m . 


Vectorii modali sunt 
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4.1.1.4 Formula lui Dunkerley 


La multe sisteme, frecvențele proprii ale modului al doilea şi modurilor 
superioare de vibraţie sunt adesea mult mai mari decât frecvenţa proprie a primului 
mod de vibraţie. Aceasta permite estimarea frecvenţei proprii fundamentale cu 
ajutorul unor formule simple. 


Ecuația algebrică 
n n-1 = 
Aya +A A +... ta ,A+a,=0 


are suma radacinilor 
a] 


DA; ee, 


i=l ao 


Pentru ecuatia pulsatiilor (5.9), se poate scrie 


unde a este pătratul pulsatiei proprii “izolate” a sistemului care conține doar 
masa m,. Această pulsatie se calculează pe baza deformatei elastice exacte a 


sistemului cu o singură masă care are aceeaşi configurație ca sistemul analizat cu 
excepția maselor eliminate. 


Deoarece @,<@<...<@,, toţi termenii cu excepţia primului pot fi 


neglijati în prima sumă, rezultând o formulă din care se obține o valoare 
aproximativă a pulsatiei proprii fundamentale 


sau 


Il 

4 
4 
4 


(4.12) 


Astfel, inversul patratului pulsatiei proprii fundamentale se poate obtine 
insumand inversele patratelor pulsatiilor izolate. Ecuatia (4.12) este cunoscuta ca 
formula lui Dunkerley. Ea a fost stabilită experimental şi publicată de S. Dunkerley 
(1895) apoi justificată teoretic de R. V. Southwell (1921). 


Formula permite estimarea pulsatiei proprii fundamentale a unui sistem 
fără rezolvarea problemei de valori proprii. Ea se aplică doar sistemelor fixate de 
un reper fix, deci nu poate fi aplicată în cazul sistemelor libere (fără legături). În 
general, valorile aproximative ale pulsatiei obţinute cu formula lui Dunkerley sunt 
mai mici decât cele adevărate. 
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La grinda în consolă din fig. 4.3, a pulsatia proprie fundamentală (5.16) 
este op = 3,524 EI|me@ La modelul cu un segment (fig. 4.3, b), pulsatia proprie 


este @, =2,44 4 EI l ml? „cu 30,7% mai mică decât valoarea adevărată. Când 
bara este împărţită în două segmente (fig. 4.3, c), prima pulsatie proprie este 
@, = 3,098, EI / ml? , cu 12% mai mică decât cea adevărată. Când bara este 
împărțită în trei segmente (fig. 4.2, d), prima pulsaţie proprie este 
O, =3,286 EI fm’ „cu 7,12% mai mică, iar când este împărțită în patru 


segmente, cu 4,5% mai mică decât pulsatia adevărată. 


Exemplul 4.2 


Să se calculeze pulsatia proprie fundamentală a vibratiilor transversale ale 
barei cu trei mase din Exemplul 4.1 (fig. 4.5, a) utilizând formula lui Dunkerley. 


Rezolvare. Din matricea de flexibilitate (4.11) rezultă 


9/5 5 160° 


Ee ae , zeo, 
O 93 768EI 22 768E1 


Pentru sistemele cu un grad de libertate cu mase izolate (fig. 4.5, b, c, d), 
pătratele pulsatiilor proprii sunt respectiv 


2 1 768E1 
£ MO l6me> i 


2 | _ 768EI 
: M033 mE? 


astfel că formula lui Dunkerley (4.12) se scrie 


1 1 1 9m 16m mÈ  34mË 
— +t —— > + + 


Rezultă pulsatia proprie fundamentală 


@, =4,7527 EI |m” , 


care este cu 3,6% mai mica decat valoarea adevarata calculata in Exemplul 4.1. 
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4.1.1.5 Formula lui Rayleigh 


Pentru o bară reprezentată printr-un model cu mase concentrate, având 
masele m; (i=1,...,n) ataşate în punctele de abscisă x, de o bară cu masa 
neglijabilă, formula lui Rayleigh devine 

2 
, fer oox) ax 
O = ; (4.13) 


n 

2 
2 moi 
i=l 


unde v; =v (x ;) sunt săgețile statice în punctele de ataşare a maselor. 


Dacă energia de deformatie se calculează pe baza lucrului mecanic efectuat 
: . Lg ; 
de greutățile m,g, atunci U max = Jan ;g-v; astfel că formula lui Rayleigh 
i=l 
(4.13) devine 


n 
g pă Mm; 0; 
o =—_., (4.14) 
m0; 
j=] 


l 
unde g este accelerația gravitației. 


Aşa cum s-a arătat în §2.1.5, dacă se utilizează deformata adevărată a 
sistemului vibrator, atunci pulsatia proprie fundamentală obținută cu ajutorul 
formulei lui Rayleigh va fi valoarea adevărată. Pentru orice altă curbă, pulsatia 
determinată prin această metodă va fi mai mare decât pulsatia adevărată. 


Dacă se doreşte o precizie mai mare, o aproximare mai bună a curbei care 
defineşte deformata dinamică se poate obţine utilizând sarcini dinamice în locul 


greutăților statice. Deoarece sarcina dinamică este m oO v;, fiind proporțională cu 
săgeata, se poate recalcula săgeata produsă de greutăţile modificate mg, 


02 03 
M,8—, N38—. 
vI (i 


Exemplul 4.3 


Să se calculeze pulsatia proprie a vibratiilor transversale ale barei cu trei 
mase din Exemplul 4.1 (fig. 4.4, a) folosind formula lui Rayleigh (4.14). 


Rezolvare. Utilizând coeficienții de flexibilitate şi principiul suprapunerii 
efectelor, deplasarea oricărei mase se poate calcula ca suma produselor între 
coeficienții de flexibilitate din secțiunea respectivă şi greutăţile corespunzătoare. 
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Ecuația (4.6) se poate scrie 


v mg 1 
v2t=[5]imgt=melslii 
V3 mg 1 
de unde rezulta 
270 
vı =mgl6 +542 + 63)= e me. 
( ) 3807 
Vy = mg (62 +697 +693 “zegg E” 


Înlocuind în formula (4.14), se obține 


p2 O8EL 27+38+27 _T68EI 92 __768 EI 
| mË 2727+38? +27? 9m 2902 3154348 me 


@, = 4,93434 EI [mË , 


valoare cu numai 0,02% mai mare decât cea adevărată, calculată în Exemplul 4.1. 


sau 


Dacă m=m//4, atunci sistemul din fig. 4.4, a este identic cu bara din 
fig. 4.2, c. Înlocuind această valoare în formula de mai sus rezultă 


EI EI 
@, =4,9343-2 -= — aes 
Mol L Mo 


care este mai mică decât pulsatia (5.14) obţinută pentru o bară cu masa distribuită 


re x {EI _ 98696 [EI 
adev 2 mo p2 mo > 


datorită procesului de concentrare în care nu s-a conservat masa totală. 


4.1.2 Structuri multietajate forfecate 


O clădire “forfecată” este o structură cu planşee rigide nedeformabile care 
au doar mişcări de translație orizontală. Deformarea clădirii se aseamănă cu cea 
produsă doar de forţele tăietoare într-o gridă în consolă; de aici numele de clădire 
forfecată. 
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În fig. 4.6, a se prezintă o clădire forfecată cu trei nivele, cu stâlpi flexibili 
şi rigle rigide, modelată ca un cadru plan cu trei grade de libertate. Se consideră 
doar vibrația cadrului în planul său, datorită încovoierii stâlpilor în planul cadrului. 


Pentru a se realiza o astfel de deformatie într-o clădire, se fac următoarele 
ipoteze simplificatoare: a) toate planşeele sunt rigide şi se pot mişca doar pe 
orizontală, astfel că în îmbinările între rigle şi stâlpi nu apar rotiri relative; b) toți 
stâlpii sunt inextensibili şi cu masă neglijabilă; şi c) masa clădirii este concentrată 
la nivelul planşeelor, astfel încât vibrația clădirii multietajate se reduce la vibrația 
unui sistem cu număr finit de grade de libertate. 


Forfecarea este modelată convenabil prin deplasările orizontale relative ale 
planşeelor. Deplasării unui element orizontal i se opune o forţă de readucere 
elastică datorită incovoierii stâlpilor. Dacă aceştia sunt modelati ca bare cu secțiune 
constantă, cu încastrări mobile la ambele capete, se poate arăta că rigiditatea 
combinată la încovoiere a stâlpilor de la un nivel este 


_12E-21 24EI 


i pp 


, (4.15) 


unde EJ este modulul de rigiditate la incovoiere al stâlpului şi / - înălţimea 
etajului (lungimea stâlpului). 
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Fig. 4.6 


Ecuatiile de mişcare se pot obţine, folosind principiul lui d’Alembert şi 
diagramele forțelor din fig. 4.6, b, egalând cu zero suma forţelor care acționează 
asupra fiecărei mase. Metoda este expusă pentru sisteme cu două grade de libertate 
în § 3.1.1. 
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4.1.3 Sisteme torsionale 


Vibratiile torsionale ale arborilor cotiti ai motoarelor şi compresoarelor se 
studiază utilizând un sistem simplificat cu parametri concentrați (fig. 4.7). Acesta 
se obţine concentrând momentele de inerție ale maselor în rotație şi în translație din 
fiecare mecanism bielă-manivelă în discuri rigide situate în dreptul cilindrilor, în 
lungul unui arbore principal echivalent. Volantul, amortizorul torsional, cuplajul şi 
rotorul maşinii antrenate sau elicea pot fi de asemenea modelate ca discuri rigide. 


Generator 


LORE Ng vata e zo aa, COO 


Fig. 4.7 


Biela este înlocuită cu un sistem dinamic echivalent cu două mase 
concentrate, una la capătul din maneton, cealaltă la capătul din axul pistonului. 
In fiecare cilindru există o masă în translație, m,., care constă din masa 


pistonului şi masa redusă a bielei, şi o masă în rotaţie, care constă din masa 
manivelei, contragreutatea şi masa redusă a bielei, care are un moment de inerție 
masic J,,,. Valoarea medie a momentului de inerție pentru fiecare cilindru este 


unde r este raza manivelei. 


Rigiditatea torsională a arborelui cotit dintre doi cilindri, care provine din 
efectul combinat al răsucirii fusului maneton şi încovoierii braţului manivelei, 
poate fi aproximată numeric sau măsurată experimental. La fel se poate estima 
rigiditatea arborelui cotit între ultimul cilindru şi volant, cea a cuplajului şi a 
arborelui antrenat. Tot sistemul poate fi apoi redus la un model torsional cu o serie 
de discuri rigide conectate prin arbori elastici de masă neglijabilă, ca în fig. 4.7. 


Exemplul 4.4 


Un motor diesel cuplat cu un generator electric este redus la sistemul 
echivalent din fig. 4.8, unde valorile J sunt date în kg:m?, iar valorile K în 


10% Nm/rad: J; =11,863, J =2,011, J3 =J4 =J; =J =0,167, J7=0897, 
K,=1062, K,=6101, K}=K,4=K;=3,05, Kg =4,067. Să se calculeze 
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primele două pulsatii proprii ale vibratiilor torsionale şi să se deseneze forma 
modurilor respective de vibrație. 


Rezolvare. @,=552rad/s, @,=1145rad/s. Formele modale sunt 


prezentate în fig. 4.8. 


Modul 


Modul 


-0,81 


Fig. 4.8 


Sisteme torsionale cu roti dintate 


Sistemele cu roti dințate şi ansamblul motor-cutie de viteze al 
autovehiculelor se modelează similar. Sistemele torsionale ramificate cu roti 
dințate pot fi modelate ca in $3.2.4. Este convenabilă utilizarea unui sistem 
echivalent fără roti dințate (sau cu roti dinţate cu raport de transmisie egal cu 1) 
care are aceleaşi frecvenţe proprii ca sistemul original. Acest lucru este posibil 
deoarece, deşi roţile dinţate modifica turatia prin raportul de transmisie, vibraţiile 
se transmit prin roţile dințate fără o modificare a frecvenţei, ci doar a amplitudinii. 


In § 3.2.4, sistemul real cu ramuri având diferite turatii a fost redus la un 
sistem echivalent în care toate componentele au aceeaşi turație, deobicei turatia 
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arborelui de referință. Pornind de la acest arbore spre altă ramură printr-un 


angrenaj cu raportul de transmisie i, valorile reale J şi K sunt inmultite cu i ? Dacă 
se trece prin mai multe angrenaje, valorile următoare J şi K se înmulțesc cu 
pătratele rapoartelor de transmisie respective. Pentru o pereche de roti în angrenare, 
momentul de inerție total se calculează adunând la momentul de inerție al roții de 


referință, momentul de inerție al roții dințate reduse înmulţit cu i ca 


Modelul echivalent astfel obţinut are aceleaşi frecvenţe proprii ca sistemul 
real şi aceleaşi poziţii ale punctelor nodale. Totuşi, în ramurile reduse, 
amplitudinea deplasărilor unghiulare se împarte la —7, în timp ce momentul de 
torsiune în ramura redusă este înmulțit cu — i. 


In continuare se prezintă o metodă de calcul mai simplă. In modelul 
echivalent, arborii şi discurile au turatia reală, şi doar roata dintata antrenată este 
condensată. 


Fig. 4.9 


În fig. 4.9, a între arborele conducător 7 şi arborele condus 2 există un 
angrenaj cilindric, roțile dinţate având momentele de inerție masice J , J’ şi razele 
r şi r'. În figură s-au notat rigiditatile arborilor K, şi K, momentele de inerție 


ale discurilor J, şi J,, deplasările unghiulare şi cuplurile care acționează asupra 
discurilor. 


Mişcarea sistemului este descrisă de patru cupluri şi patru deplasări 
unghiulare. Totuşi doar trei dintre fiecare din acestea sunt independente, datorită 
condiţiilor de compatibilitate între roţile în contact. Astfel este util să se considere 
cuplul M’ şi deplasarea unghiulară 0’ drept variabile dependente. Prin eliminarea 
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acestora se obține modelul echivalent din fig. 4.9, b în care arborele conducător / 
este ales arbore de referință. 


Condiţia de compatibilitate a deplasărilor unghiulare este 
rO=-—r'0', 


iar condiţia de compatibilitate a cuplurilor se scrie 


— == sau MO0=M'o0'. 


Raportul de transmisie este 


aie ee cep ee (4.16) 
n r 0 M' 


În sistemul original, matricea de rigiditate a arborelui 2 este definită de 


bre, “e la) 


Utilizând transformările bazate pe relațiile (4.16), 


beilo alb lalele alla 


matricea de rigiditate a arborelui 2 în modelul echivalent este definită astfel 
M) f-i O][ Ka -K,||-i 0|[e 
M,| Lo 1||-K, K |o ailal 
MEN |i’ K, iK,| [8 
M, iK, K, 0 2 Í 
Matricea de masă este definită asemănător 
M) f-i of o||-i olfö 
M,| (o illo najlo all 
M) Py o||6 
M, 0 J,| |.) 
În continuare, ansamblul format din două discuri şi arborele elastic dintre 


ele este considerat un element finit. Pentru un element al arborelui condus se 
definesc matricile 
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ei a | | i l (4.17) 


ik, Ke Je 
Matricile unui element al arborelui / din fig.5.9 sunt 
eh a | [e i 
ah ci OJ 
Acestea se pot obţine din expresiile generale (4.17) înlocuind i=—1. În 


general, pentru elemente care nu sunt situate în vecinătatea roților dinţate, unul din 
momentele de inerție de la capete este nul. 


O altă metodă constă din condensarea matricilor sistemului pe baza 
ecuațiilor de compatibilitate a deplasărilor unghiulare ale roţilor dinţate în contact. 


Exemplul 4.5 


Sistemul ramificat cu roti dinţate din fig. 4.10, a constă din trei discuri 
rigide cu momente de inerție J}, Js şi Je şi trei roti dinţate rigide de raze r, 
r/2 şi r/3, cu momente de inerție masice J,, J3 şi J4, conectate prin trei 
arbori cu rigiditati torsionale K4, K şi K3. Să se stabilească ecuaţiile vibratiilor 


libere de torsiune. 


Rezolvare. În ramura superioară, raportul de transmisie este i=—2. În 
ramura inferioară, raportul de transmisie este i = —3. Pentru sistemul echivalent 
prezentat în fig. 4.10, b matricile elementelor se calculează cu relațiile (4.17). 


Matricile globale se asamblează utilizând metoda directă a rigiditatii 
rezultând 


K, => «i 0 0 
SKi KG FAG SOR, DR a RIA 
K]=| o SIK; K, 0 
0 -3K, 0 K, 
şi 
J 0 0 0 
ie ae Ss i 
0 0 0 Je 


Vectorul global al deplasărilor unghiulare este 
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{a}={0, 0, o 0. 


Ecuațiile de mişcare se scriu sub forma 


[m Hö }+[K @}={0}. 


In continuare, matricile globale se notează cu litere mari şi nu trebuie 
confundate cu matricile modale. 


Fig. 4.10 


În fig. 4.10 se prezintă modelul simplificat al sistemului de propulsie al 
unei nave, cu elicea J, antrenată de o turbină de joasă presiune J; şi o turbină de 
înaltă presiune J¢. 

Pulsatile proprii calculate sunt comparate cu pulsatiile perturbatoare. 
Deobicei excitatia principală este variația cuplului aplicat elicei, datorită variației 
forțelor produse de apă asupra palelor în rotaţie. Această perturbatie are loc la 


frecvenţa palelor, egală cu frecvenţa elicei (o dată pe rotaţie) înmulțită cu numărul 
palelor. 


Exemplul 4.6 


Sistemul torsional ramificat cu roti dințate din fig. 4.11 are următorii 
parametri: J,=950, J„ = 542, J,=4067, Jy=J5=6,78, Jņ=13,55, 


Ję=Jg =J9 =2712 [kg-m?], i=-76/24, K,=20,336-10°, K ,=8135-10°, 
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K, =1,22-10°, K4=0,407-10°, K; =1,63-10°, K,=2,44-10° [Nm/rad ]. Să se 


calculeze frecventele proprii ale vibratiilor torsionale. 


J, 


76 


Fig. 4.11 


Rezolvare. Sistemul real este redus la un model echivalent in care cele 
doua pinioane sunt condensate. Matricile elementelor (4.17) se calculeaza pentru 
fiecare segment, apoi sunt asamblate in matricile globale de masa şi de rigiditate. 


Matricea de rigiditate globală este 


|K; -K, 0 0 0 0 0 
-K;, K+K, -K, 0 0 0 0 

0 -K, K ,+?K,+?K,; ik; 0 iK; 0 

[K]=| 0 0 iK 3 K+K, -K, 0 0 
0 0 0 -K, Ka 0 0 

0 0 iK; 0 0 K;+K; -Ke 

0 0 0 0 0 -K; Kg 


Matricea de masă globală este 


J, 0 0 0 0 0 0 
0 J, 0 0 0 0 0 
0 0 Se Bird gee 0 0 0 0 
[u]=| 0 0 0 Je 0 0 0 
0 0 0 0 J, 0 0 
0 0 0 0 0 Jg 0 
0 0 0 0) 0 0 Jg 
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Frecventele proprii au următoarele valori: f} =0, f) = 14,26, f3 = 22,98, 
faq =35,34, fs = 41,98, fe = 50,52, f1 = 7517 Hz. 


4.1.4 Structuri (cu subsisteme) repetate 


Sistemele vibratoare sunt adesea formate din subsisteme cu aceeaşi 
configurație care se repetă în spaţiu. Exemplele prezentate în fig. 4.12 includ o 
clădire forfecată cu 5 nivele, un sistem cu 6 mase concentrate cu mişcare de 
translație şi un sistem torsional cu 7 discuri. La aceste sisteme calculul frecvenţelor 
proprii se poate face utilizând metoda ecuațiilor cu diferențe. 


Fig. 4.12 


Ecuația de mişcare a masei r (fig. 4.12, a) este 


mă, +k(x, — Xp) k (xg —x,)=0 


care, în cazul mişcării armonice x, =a,sin ot, poate fi exprimată în funcţie de 


2 
om 
ma-i a Jeta =o. 


Soluția acestei ecuații se obține înlocuind 


amplitudini sub forma 


a, = er 


ceea ce conduce la ecuatia 


2 iß p e`iß 
[ op e Spa 
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care mai poate fi scrisă 


2 
am 


k 


= 2(I cos )=4sin? É, (4.18) 


Solutia generala pentru a,. este 
a, =C, cosBr+C, sn fr, 


unde C, şi C, se determină din condiţiile la limită. La r =0 amplitudinea este 


zero dy =0, deci C, =0. La capătul liber, r = n , ecuaţia de mişcare este 
mi, +k(%q_ —Xp__1) = 0 


care, exprimata in amplitudini, devine 


dn-1 = 1- k ay n 


Inlocuind soluția generală, se obține următoarea ecuație pentru evaluarea 


lui 2 : 


sin B(n—1)=[1-2 (1-cos £ )| sin fn. 
Acest rezultat se poate rescrie sub formă de produs 


2 cos f aa E, , 
2 2 


ecuaţie satisfăcută de 
sin B =0, 
si de 


ec. B _(2r-1)z : 
cos [n+ }=0, sau 2 20): (r=1,...,n) 


Pulsatiile proprii se obtin din ecuatia (4.18) sub forma 


on2 |E sing (4.19) 
m 2 


care conduce la expresia 


_, |k  Qr-z _ 
oaste. (r=1,...,n) (4.20) 
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Pulsatile proprii calculate cu metoda ecuaţiei cu diferente sunt date de 
relația generală (4.19). Totuşi, pentru fiecare structură cu subsisteme repetate, 
parametrul f trebuie determinat pe baza condiţiilor la limita respective. 


4.1.5 Sisteme discrete cu mai multe mase 


Într-un sistem vibrator unidimensional, fiecare masă se mişcă într-o 
singură direcție. În dreptul fiecărei mase concentrate se poziţionează câte un nod, 
fiecare nod având un singur grad de libertate. La marginile fixe se poziţionează un 
nod blocat. 


Fig. 4.13 


Modelul cu patru mase din fig. 4.13, a are patru grade de libertate şi cinci 
noduri. Deplasările nodale se notează ¢1,q2,...,q¢5 (fig. 4.13, b). Vectorul coloană 


(9 = { qi Wa V5 i se numeşte vectorul global al deplasărilor nodale iar 


{F taf fofo hY este vectorul global al forțelor nodale. Deplasările şi 
forțele sunt pozitive când sunt orientate în sensul pozitiv al direcției q. Condiția la 
limită q5 =0 încă nu este utilizată. 


Tabelul 4.1 
Nodul 
Elementul i 7 
1 1 2 
2 2 3 
3 3 4 
4 4 5 
5 2 4 
6 3 5 
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Cele şase arcuri sunt numerotate cu indicele rigiditatii respective. Fiecare 
arc are două noduri. Informaţia privind conectivitatea elementelor se prezintă 
convenabil ca în Tabelul 4.1. În acest tabel de conectivitate, indicii locali ai 
nodurilor sunt / şi 2, iar indicii globali sunt i şi J. 


Cu notația din fig. 4.13, c, vectorul forțelor nodale locale 
| fE =f feh ji poate fi exprimat în funcţie de vectorul deplasărilor nodale 
locale | qf |- | qi q2 \r prin ecuaţia | pe 2 e] | q° } in care matricea de 
rigiditate a elementului este 


ae È | (4.21) 


Aceasta poate fi obținută din ecuaţiile de echilibru şi relațiile forță- 
deformatie: pentru q> =0, fi =-f =kgy, iar pentru g,=0, fi = fa =-kq3. 


Pe de altă parte, vectorul global al forţelor nodale [F \ este exprimat in 
funcţie de vectorul global al deplasărilor nodale | O \ prin ecuatia [F l= |K | { O \ 


in care [K | este matricea de rigiditate globală neredusă. 


Matricea [K | poate fi obținută prin metoda directă a rigiditatii. Utilizând 


informaţia privind conectivitatea arcurilor, elementele fiecărei matrici e | sunt 


plasate în poziţia corespunzătoare din matricea de ordin mai mare [K | iar 
elementele din aceeaşi poziţie sunt însumate. 


Procesul de asamblare a matricii de rigiditate globale poate fi explicat prin 
însumarea energiilor de deformatie ale elementelor. 


De exemplu, energia de deformatie în arcul 3 este 
1f 3,Tf,3 sdt k; -k q3 
v= {e lelea af 2 [zl 


Expandând matricea de rigiditate a arcului 3 la dimensiunea sistemului, se 


obține 
qi] [o 0 0 0 Olfq 
d2 00 0 0 0||lq 
Wait oo n -e Off gji {0r Eeo 
da 0 0 -k k Ojj q4 
q5 00 0 0 Ol| gs 
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unde lk 3 | este matricea de rigiditate expandata a arcului 3. 


Se observa ca elementele matricii E 3] sunt plasate în liniile şi coloanele 


trei şi patru ale matricii |K |. La insumarea energiilor de deformatie ale arcurilor 
L(A\Tislfr 
u=YuU.=510} KKZ). 
e 


elementele matricii [| sunt plasate în pozițiile corespunzătoare din matricea 


globală [K |, pe baza conectivitatii arcurilor. Elementele care se suprapun sunt 
[z]= > le]. 
e 


Pentru sistemul din fig. 4.13, a, matricea de rigiditate globală neredusă este 


adunate astfel încât 


| ky = kj 0 0 0 
—k, ky+k, +ks —k, —ks 0 
[K]=| o 4 hiet -6 =i 
0 ~ks ah: Sowile, ki 
0 0 he ake Hsk 


In continuare trebuie precizate conditiile la limita. Nodul 5 este fix, deci 
qs =0 şi elementul respectiv trebuie eliminat din vectorul deplasărilor. Matricea 
de rigiditate globală redusă se obţine eliminând, din matricea de rigiditate 
neredusă, linia şi coloana care contin gradul de libertate “de rezemare”. 


La sistemul din fig. 4.13, a matricea de rigiditate globală redusă este 


ky = 0 0 
sko takake Ssi =i 
LEE =k katkytke =k; 
0 —k5 -k3 k3 + k4 + ks 


Impreună cu matricea de masă diagonală 


m 0 0 0 
0 m, 0 0 
0 0m OUP 
0 0 0 m, 


[w]- 


matricea de rigiditate este folosită pentru scrierea ecuaţiilor de mişcare 
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[m o) Ho}={0} 
şi rezolvarea problemei respective de valori proprii 
[k Ke j=0° [m ko}, 
pentru determinarea modurilor reale de vibrație ale sistemului neamortizat. 


Pentru sisteme care includ amortizoare vâscoase, se foloseşte aceeaşi 
metodă pentru asamblarea matricii de amortizare globale [c ji La modelul din fig. 
4.14 conectivitatile arcurilor sunt valabile şi pentru amortizoare deşi, in general, 
acestea pot fi diferite. 


Fig. 4.14 


Matricea globală de amortizare este 


Cy —cC] 0 0 
Ic]- =c] C, +0) +C; =c) =C; 

0 -C3 Ca C3 +C6 -C3 

0 -C5 -C3 C3 +C4 + C5 


Ecuațiile mişcării libere a sistemului amortizat se scriu 


[m Hö }c to HIK He} {0}. 


În acest caz, sistemul are moduri complexe de vibrație. Valorile proprii 
complexe dau pulsatiile proprii amortizate şi rapoartele de amortizare modale. 
Sistemele cu amortizare proporțională au moduri reale de vibrație. Vibratiile 
sistemelor amortizate se calculează ca în § 3.6.2 şi sunt tratate într-un capitol din 
volumul al doilea. 


Exemplul 4.7 


Să se calculeze frecvențele proprii şi forma modurilor proprii de vibrație ale 
sistemului din fig. 4.15. Masele sunt egale: m,=m),=....=m,,=lkg, iar 
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rigiditatile sunt k, =k,, =2421N/m, k> = kjo =2989N/m, k, = kg =3691N/m, 
k4 = kg =4556N/m, k; =k} =5625 N/m , kg =18000 Nim. 


Rezolvare. Frecventele proprii sunt 2,74, 2,95, 7,24, 7,80, 11,47, 12,13, 
15,00, 15,62, 18,49, 19,32 şi 28,57 Hz. Sistemul are cinci perechi de frecvenţe 
proprii apropiate între ele, câte una pentru un mod simetric şi una pentru un mod 
antisimetric. Rezultatul este tipic pentru structuri simetrice. 


Fig. 4.15 


Primele 10 moduri sunt reprezentate în fig. 4.16 faţă de o linie de referință 
verticală. 


Forma modurilor proprii 
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Exemplul 4.8 


La sistemul cu 15 g.d.l. din fig. 4.17 se cer matricile M, K şi C. Să se 
calculeze apoi pulsatiile proprii amortizate şi rapoartele de amortizare modale. 


„al 
TA 13 3 
ase 2 4 
0,001295kg 3,6,9, 12, 15 za = ra gjs 
0,0259 kg celelalte 8 14 z I —6 
5 2 
Rigiditaţi z ret „i S419 
1000 Nim 1-18 : ce 9 
1100 N/m 19 8 = 23 
900 Nim 20 TET" et 7 Tee 
1200 Nim 21 16 at 
800 N/m 22 11 ZL EET 224 
nok: ; ng 10 15 
Coeficienti de amortizare 17 pr 
0.10 Ns/m 1-12 14 = 4 


12 


5 
0,01 Ns/m 13-22 l [= 13 22 
T 


Fig. 4.17 


Rezolvare. Valorile obtinute cu programul VIBMKC sunt prezentate in 
Tabelul 4.2. Valorile rapoartelor de amortizare sunt înmulţite cu 100. 


Tabelul 4.2 
Modul | @,, Hz €,% | Modul | @,, Hz C, % 
1 15,98 0,502 9 68,88 1,378 
2 30,86 0,968 10 73,72 1,579 
3 43,60 1,364 11 128,87 0,536 
4 46,47 0,301 12 136,59 0,506 
5 53,35 1,665 13 143,89 0,477 
6 53,42 0,670 14 150,87 0,457 
7 59,45 1,853 15 157,52 0,437 
8 61,62 1,060 


Cele dinci mase din partea dreapta a sistemului sunt cu un ordin de marime 
mai mici decat celelalte mase. Aceasta produce un grup de cinci pulsatii proprii 
sensibil mai mari decât celelalte. Datorită valorilor relativ mici ale amortizării, 
pulsatiile proprii amortizate sunt aproximativ egale cu pulsaţiile proprii 
neamortizate. 
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4.2 Structuri plane din bare articulate 


O structură de tip grindă cu zăbrele este compusă din bare articulate la 
capete. Principala ipoteză simplificatoare la grinzi cu zăbrele consideră că toate 
barele sunt conectate prin articulaţii fără frecare şi nu transmit momente între ele. 


În practică, asamblarea barelor se face prin nituire, sudare sau cu şuruburi. 
Totuşi, modelul simplificat cu bare articulate la capete reprezintă o aproximaţie 
inginerească surprinzător de bună. Barele articulate la capete pot prelua doar 
solicitări de întindere sau compresiune. În programele de analiză cu elemente 
finite, bara articulată la capete se numeşte truss. Structurile din bare încastrate la 
capete (grinzi) sunt tratate în $ 4.3. 


La o grindă cu zăbrele, forțele exterioare şi reactiunile se aplică doar la 
articulații iar barele au rigiditate axială constantă, fiind deci elemente finite 
naturale. Pentru a ţine cont de orientarea spaţială a barelor, se utilizează coordonate 
locale şi un sistem de coordonate globale. În continuare, matricile de masă şi de 
rigiditate ale elementelor se calculează întâi în coordonate locale, apoi în sistemul 
de coordonate globale. Matricile definite în sistemul global pot fi expandate la 
dimensiunea sistemului şi apoi adunate pentru a obține matricile globale de masă şi 
de rigiditate care sunt utilizate în rezolvarea problemei de valori proprii şi în 
calculul răspunsului dinamic. 


4.2.1 Coordonate si funcţii de formă pentru elementul truss 
Se consideră un element cu două noduri, articulat la capete, în sistemul de 


coordonate local, cu o axă în lungul elementului. Nodurile sunt numerotate 
convenabil / şi 2, coordonatele lor în sistemul de referinţă fizic (cartezian) fiind x, 


şi respectiv x, (fig. 4.18, a). 


© EA, © 
=A J] 
= 


a 


Fig. 4.18 


Se defineşte un sistem de referință intrinsec sau natural care permite 
precizarea poziţiei unui punct din interiorul elementului printr-o coordonată 


adimensională 
xı +x 
js ç : |, (4.22) 


2 
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astfel încât r =—1 la nodul 7 şi r=+1 la nodul 2 (fig. 4.18, b). 
Exprimând coordonatele fizice în funcţie de coordonatele naturale rezultă 
x=N (r)xi +N, (r) x3, (4.23) 
unde N (r)= A i-r) şi N,(r)= 0 +r) (4.24) 


pot fi considerate funcții de interpolare geometrică. Graficele acestor funcții sunt 
prezentate în figurile 4.19, a, b. 


d, 


Fig. 4.19 


Pentru un element de bară cu două noduri, se poate presupune o distribuţie 
liniară a deplasărilor. Deplasarea unui punct arbitrar ales în interiorul elementului 
poate fi exprimată în funcţie de deplasările nodale q; şi q sub forma 


u(r)=N,(r) a + Na(r) go. (4.25) 


In notație matricială 


= ao N] \ (4.26) 
unde | 
IvJ=ly, Ny] si fafa aY. (4.27) 


In relatia (4.26), t } este vectorul deplasarilor nodale al elementului 
iar |N ] este vectorul linie al funcțiilor de interpolare a deplasărilor, denumite şi 
funcţii de formă. Se poate verifica uşor că u =q]; la nodul J, u =q, la nodul 2 iar 


deplasarea u variază liniar (fig. 4.19, c). 
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Relaţiile (4.23) şi (4.25) arată că atât geometria elementului cât şi câmpul 
de deplasări sunt interpolate utilizând aceleaşi funcții de formă, procedeu denumit 
formularea izoparametrică. 


4.2.2 Matricile elementului în coordonate locale 


În analiza dinamică, deplasarea este o funcţie de spaţiu şi timp u = u(x,t), 
alungirile specifice sunt £ =0u/Ox iar tensiunile normale sunt date de legea lui 
Hooke, o = Ee. 


Energia de deformatie a elementului U, (7) este 
2 
U => fosav=} | Ee 4dr- M | ax. (4.28) 
2 2 2 Ox 
e e e 


Transformarea de la x la r în expresia (4.22) conduce la 


Xo—X 
2 dr = “edr, (4.29) 


unde —1<r<-+l iar lungimea elementului este /, = | x2- xX] | i 


ou | ƏN el . ON _O0NOr_ 2 0N ON, 1 
Deoarece — =| — | | — =—— =— —_., unde === 
x OX Ox r Ox Ll, Or Or 2 
2 p 
şi a, se poate scrie (2 sig T 2 HIG 4 astfel încât 
energia de deformatie a elementului (4.28) devine 
+1 T 
1 T 2E,A ON | | ƏN 
U= e eve Plate au, eae € 2 4.30 
i le) fe [| Hag ( ) 
-1 
Expresia de mai sus are forma 
1 e T e e 
U,=2 la E lta , (4.31) 


2 


in care matricea de rigiditate a elementului [a | este 


+1 +1 


eal cece ig 


sau 
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A | | 
k? |== : 4.32 
e, +] (32 
Energia cinetică a elementului 7,(£) este 
2 
= ae ee (4.33) 
2 ot 


e 


unde p este densitatea materialului şi Ou/Ot =u este viteza in secțiunea x. 
Din (4.26) se obtine 
w=|N]\ 4°}, (4.34) 
unde | q? } este vectorul coloană al vitezelor nodale. 


Înlocuind (4.34) în (4.33) rezultă 


7,2 (4° Y pa, [le UN]ax {4°} (4.35) 
Expresia (4.35) are forma i 
7,2 (4°) [me] {ae}. (4.36) 
unde 
[ne |= pa, [lvl jax (4.37) 


este matricea de masa coerentă a elementului. Aceasta este calculată prin aceeaşi 
metodă şi cu aceleaşi funcţii de formă ca matricea de rigiditate a elementului. 


Schimbând variabila se obţine 


+1 +1 


e ]_ pads T påle [ (l-r? 1-r? 
[m E 2 ju (N ]dr = 8 ja (1+r)? dr 
sau 
[ne Patel T (4.38) 


4.2.3 Transformarea din coordonate locale în coordonate globale 


În fig. 4.20 este reprezentat un element de bară articulată la capete (truss) 
în poziția inițială şi în poziţia deformată. Deplasările nodale sunt notate cu litere 


216 VIBRAŢII MECANICE 


mici în sistemul de coordonate local xOy şi cu litere mari - în sistemul de 
coordonate global XOY. 


În sistemul de coordonate global, fiecare nod are două grade de libertate. 
Un nod al cărui index global este j are gradele de libertate 27-1 şi 2j, şi 


deplasările Q, ;_, şi 0»;. 


În fig. 4.20 se observă că deplasarea q; este egală cu suma proiectiilor 
deplasărilor O, şi Q, pe axa x. Astfel 
q,=Q,cosa+Q,sina. (4.39, a) 
Similar 
q7=Q3;cosat+Qy,sina. (4.39, b) 


deformată 


Fig. 4.20 
Relaţiile (4.39) se pot scrie matricial sub forma 
ta“ -lze to”), (440) 
unde la í l- fai q2 \r este vectorul deplasărilor elementului in sistemul de 


coordonate locale, lo s \ (o, 0,,0;,Q0,4 K este vectorul deplasărilor 
elementului în sistemul de coordonate globale şi 


= cosa sina 0 0 

T° |= | (4.41) 
0 0 cosa sina 

este o matrice de transformare a coordonatelor. 


Utilizând datele referitoare la coordonatele nodale, notând (x pY 1) şi 


(x 2 Y2 ) coordonatele nodurilor / şi 2, se calculează 
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X2-X1ı taati = Cor melee a ae (4.42) 


Su, 


e 
“e e 


Mărimile definite de relaţiile (4.42) intervin în elementele matricii (4.41). 


4.2.4 Matricile elementului în coordonate globale 


Înlocuind relaţia (4.40) în expresia energiei de deformatie a elementului în 
coordonate locale (4.31), rezultă 


ue=3 10°F lr} le [re Jo”). ao 
În coordonate globale, energia de deformatie a elementului are expresia 
U.=210* Tke |(oe L, (4.44) 


unde [x $ | este matricea de rigiditate a elementului în coordonate globale. 


Comparând expresiile (4.43) şi (4.44), se obține matricea de rigiditate în 
coordonate globale sub forma 


[ke |- [re |? [ee ze | (4.45) 


Înlocuind [r : | din relația (4.41) şi [ke | din relația (4.32) se obține 


c2 es -= -cs 

BAN es s? "e se 
[ef BA] es 9 nes t aao 

le |-c’ -cs c cs 

2 2 

-—cs -S cs 8S 
unde c=cosq@ şi s=sina. 
Similar, energia cinetică in coordonate globale se scrie 
1 . T n 

7,1 (o Yule) (an) 


Matricea de masa coerenta a elementului in coordonate globale este 


|m lre |" [me re], 


sau, înlocuind [re | din relația (5.41) şi [me | din relația (4.38) 
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2e? 2es ge cs 


e| PAl.|2cs 252 css 


e? cs 2e 2es 


cs s? Des 2s? 


Matricea (4.46) este singulară (de ordinul 4 şi de rang 1) deoarece 
elementul nu este rezemat. Deficiența de rang a matricii este egală cu numărul 
celor trei mişcări posibile de corp rigid. 


4.2.5 Asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă 


Matricile globale de masă şi de rigiditate, [K ] şi [M ], sunt asamblate pe 


baza matricilor elementelor [k A si [m a] utilizând informația privind 
conectivitatea elementelor. 


Compatibilitatea deplasărilor nodale ale elementelor cu deplasările nodale 
globale ale structurii poate fi exprimată prin relații de forma 


(or }=[F* | {5}, (4.49) 
unde lo } este vectorul deplasarilor elementului in coordonate globale, (9 \ este 


vectorul tuturor deplasărilor nodale ale structurii şi [7 “| este o matrice de 


conectivitate (de localizare), care are elemente egale cu 1 la gradele de libertate ale 
nodurilor şi zerouri în rest. 


Energia de deformatie a elementului în coordonate globale poate fi 
exprimată în funcţie de vectorul deplasărilor globale înlocuind (4.49) în (4.44) 


u= {07 [F] [kla 
sau 
v= {0) [R Ko 
unde matricea de rigiditate expandată a elementului 
[Re Hire |r le ]lze] (4.50) 


are dimensiunile matricilor sistemului. 


Pentru ilustrarea celor de mai sus, se consideră grinda cu zăbrele cu şapte 
bare din fig. 4.21. 


Matricea de conectivitate a elementului 4, la care cele două noduri nu sunt 
numerotate consecutiv, este 
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0010000 0 0 0 
[z+] 0001000000 
0000001000 
0000000100 


în timp ce, pentru elementul 5, la care cele două noduri sunt numerotate consecutiv, 
aceasta este 


0000100000 
[zs]- 0000010000 
0000001000 
0000000100 


Fig. 4.21 


Matricile de rigiditate expandate corespunzătoare au forma 


12345678910 12345678910 
1 1 
2 2 
ee ee 3 3 
ee ee 4 4 
|x |= 5, |x |= e o o o 5 
6 e o o o 6 
e o e o 7 e . o o F 
e o eo. 8 e o o o 8 
9 9 
i J10 | 10 


Se poate presupune că structura este construită adăugând elementele unul 
după celălalt, plasând fiecare element într-o poziție predeterminată. Pe măsura 
adăugării elementelor la structură, capacitatea acesteia de a prelua sarcinile 
exterioare creşte, odată cu modificarea corespunzătoare a matricii de rigiditate a 
structurii. Matricile de rigiditate ale elementelor pot fi însumate pentru a obține 
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matricea de rigiditate a întregii structuri dacă acestea au “dimensiunile structurii” şi 
dacă operează asupra unor vectori care conţin aceleaşi deplasări. Matricea de 
rigiditate a structurii se obţine prin simpla adunare a matricilor de rigiditate 
expandate ale elementelor. 


Energia de deformatie a întregii structuri 


u-210)[£](8) (4.51) 


poate fi calculată prin simpla însumare a energiilor de deformatie ale elementelor 
v= Su. 3218) [č koar Dk | {F}. a. 
Comparând expresiile (4.51) şi (4.52) se obţine 


[k]-5 [ke]. (4.53) 


e 
Matricea de rigiditate globală este egală cu suma matricilor de rigiditate 
expandate ale elementelor. 


Similar, matricea de masă globală |M | este asamblată din matricile de 
masă expandate ale elementelor 
[a]Y Lire 52 [ze] me ze] (4.54) 
e e 
Matricile de rigiditate şi de masă nereduse |K | şi [7 | sunt utilizate în 
cazul sistemelor nerezemate. La sistemele rezemate, acestea se condensează 
utilizând condiţiile la limită. 


Efectul arcurilor şi maselor concentrate se poate include adăugând valorile 
parametrilor respectivi în pozițiile corespunzătoare pe diagonalele principale ale 
matricilor respective. 


4.2.6 Ecuațiile de mişcare şi problema de valori proprii 


Se defineşte lagrangianul L prin expresia 


L=T-H, (4.55) 
in care T este energia cinetica 
1: . 
T=5{0}'[M]{9} (4.56, a) 


iar JI este energia potenţială totală 
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m=ztoVlrlto)-loVir). (565) 


În expresia (4.56, b), { F } este vectorul global al forțelor nodale aplicate. 


Aplicând principiul lui Hamilton, se obțin ecuațiile lui Lagrange pentru 
sisteme neamortizate 


L e e O ret, a Sl e O ae a 

d [2[9) ] 319) a [215] ] 210) 

Utilizând regulile de derivare a unui scalar în raport cu un vector, se obțin 
ecuaţiile de mişcare 


[M]{O}+[K }{(O}={F }. (4.58) 
In cazul vibratiilor libere, vectorul fortelor este zero. Astfel 

[m] {ö}+[x]{o}-{0). (4.59) 
Căutând soluții de forma 

{O}={@}sinat, (4.60) 


unde fo} este vectorul amplitudinilor deplasărilor nodale, rezultă problema 
generalizată de valori proprii 


[K]{¢},=o;[M]{¢}.. =La), (4.61) 


în care o? sunt valorile proprii reale egale cu patratele pulsatiilor proprii şi {¢ a 


sunt vectorii proprii reali. 


Cu ajutorul programului VIBTRUSS se pot calcula modurile proprii de 
vibrație ale structurilor neamortizate plane, din bare articulate la capete. 


zs 


222 VIBRAŢII MECANICE 


Exemplul 4.9 


Să se calculeze primele patru frecvențe proprii şi forma modurilor 
respective de vibrație pentru grinda cu zăbrele din fig. 4.22, a la care 


E = 200 GPa, p = 7850 kg/m’ şi A=100 mm? pentru toate cele 20 bare. 


Rezolvare. Primele patru frecvenţe proprii sunt 48,8 , 168,4 , 235,9 si 
336,8 Hz. Formele modurilor proprii sunt prezentate în figurile 4.22, b - e. 


4.3 Cadre plane 


Cadrele sunt structuri din elemente legate rigid între ele, de tipul barelor 
încastrate la capete sau grinzilor. În programele de analiză cu elemente finite, acest 
tip de bară este denumit beam. Grinzile sunt bare solicitate prin sarcini 
transversale, interconectate prin legături (nodale) rigide care au rotiri determinate şi 
care, în afara forțelor, transmit momente încovoietoare de la un element la altul. 


În acest paragraf, întâi se prezintă elementul finit beam, definit în 
coordonate locale, apoi elementul finit de cadru (frame) care modelează o grindă 
înclinată. 


4.3.1 Analiza statică a unei grinzi cu secţiune constantă 


In continuare se consideră grinzi cu secţiunea transversală simetrică fata de 
planul sarcinilor aplicate (fig. 4.23). Deformaţiile transversale de forfecare se 
neglijează. 


Fig. 4.23 


Deplasarea axială a unui punct din secțiunea transversală, situat la distanța 
y de axa neutră, este aproximativ 
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dv 


unde v este săgeata axei barei în secţiunea x şi p=vw' este rotirea secţiunii 
transversale (sau panta) în x . Alungirile specifice sunt 


2 
gah E ERĂ (4.63) 
dx dx 
Tensiunile normale în secţiunea transversală au expresia 
d2 
o, =Ee,=-E—Sy, (4.64) 
dx 


în care E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului. 


Momentul încovoietor se calculează pe baza distribuţiei tensiunilor pe 
înălțimea secțiunii transversale 
2 
dv 


M(x)=-| 0, y dA = El, —>=EI,v". (4.65) 
a dx 


unde J, este momentul de inerție al secţiunii transversale fata de axa neutră z. 


Forţa tăietoare este data de 


3 
Toep, oe =EI,ol (4.66) 
dx dx 
Sarcina transversala pe unitatea de lungime a barei este 
T 4 
aoe SE oY bie. (4.67) 
dx 
Ecuatia diferentiala de echilibru se scrie 
4 
EI, Li = p(x). (4.68) 
dx 


4.3.2 Discretizarea cu elemente finite 


Cadrul plan este împărțit în elemente finite, ca în fig. 4.24. Fiecare nod are 
trei grade de libertate, două deplasări liniare şi o rotire. Gradele de libertate ale 
nodului i sunt 0;;_> - deplasarea în lungul axei X, Q3;_, - deplasarea în lungul 


axei Y şi Q}; - rotirea fata de axa Z. 


Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor în sistemul de referință 
global XOY iar conectivitatea elementelor este definită prin indicii nodurilor. 
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Elementele, modelate ca grinzi cu secţiunea constantă, fără deformatii de forfecare 
şi fără sarcini aplicate între noduri, au modulul de rigiditate la încovoiere El, 


masa pe unitatea de lungime pA şi lungimea ¢. 


Fig. 4.24 


În continuare se stabilesc funcţiile de formă pentru elementul beam, apoi se 
calculează matricile de rigiditate şi de masă pentru element, întâi în sistemul de 
coordonate locale, apoi în sistemul global. Matricile sunt apoi expandate la 
dimensiunea structurii şi însumate pentru a obţine matricile globale nereduse. 
Impunând condiţiile la limită, se calculează matricile reduse de rigiditate şi de 
masă, care împreună cu matricea de amortizare sunt utilizate în analiza dinamică. 


-l 


Fig. 4.25 


Se consideră un element de bară înclinat, ca în fig. 4.25, a, în care se arată 
deplasările nodale şi axele sistemelor de referință. 
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În sistemul de coordonate fizice locale, axa x, orientată în lungul barei, are 
originea în capătul din stânga al barei şi este înclinată cu unghiul a față de axa 
globală X. Se mai poate folosi şi un sistem de coordonate intrinseci (naturale). 


Vectorul deplasărilor nodale ale elementului este 


tat (aaa da Ga as ao (4.69) 


iar vectorul corespunzător al forțelor nodale (se includ şi momentele) ale 
elementului poate fi scris 


PS fr da Sau Ia (4.70) 


Forțele (şi momentele) fz, f3, fs, f şi deplasările corespunzătoare 
42» 973,95, dg descriu încovoierea elementului (fig. 4.25, b), în timp ce forțele 
fi faq, şi deplasările g,, q4, descriu efectele axiale (fig. 4.25, c). Acţiunea lor 


este decuplată astfel că matricile respective ale elementului pot fi calculate separat. 


4.3.3 Funcţii de formă statice pentru elementul de grindă 


La o grindă cu secțiunea constantă, neîncărcată între extremităţi, p =0 şi 
din ecuația (4.68) rezultă d*y/ dxf =0. Integrând de patru ori, se obține deplasarea 
transversală (săgeata) v descrisă de un polinom de gradul trei 


v(x)=aj +a, x2+ax+a4 ; (4.71) 


În (4.71), cele patru constante de integrare aj,ap,az,aq pot fi 


determinate din condițiile la limită geometrice, care includ săgeata şi panta la cele 
două capete: 


X=X, V=ap, dv/dx=q3, şi x=x,, V=qs5, dv/dx = q6. (4.72) 


Deplasarea transversală poate fi exprimată în funcție de deplasările nodale 
sub forma 


v=|n|{q° }, (4.73) 
unde |N ] este vectorul linie al funcțiilor de formă, care sunt polinoame de gradul 
trei, numite polinoame Hermite. 


Utilizând coordonate naturale, cu r=—1 la nodul / şi r=+1 la nodul 2, 
deplasarea transversală poate fi scrisă 
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ol- NG) 0,49 (7) al + N(7)o2+N, eal up 


Deoarece transformarea coordonatelor se face conform relației (4.22) 


Xi +X X27 X] 
x= + 
2 2 


r (4.75) 


şi deoarece /, =x —x, este lungimea elementului, este valabilă relaţia (4.29) 


je ey: (4.76) 
2 
Calculând derivata 
A ae (4.77) 
dr 2dx 


relatia (4.74) devine 


E (2) sw EE ose) (4.78) 


2\d dx 
sau 
le le 
O(r)= Ni: q2 +N -q3 +N3: qs+—Na qe. (4.79) 
În expresia (4.73) vectorul linie al functiilor de formă este 
A ks 
INE Ni ENa Ns, ENa | - (4.80) 


Funcțiile de formă hermitiene sunt polinoame cubice care satisfac 
condițiile la limită date în Tabelul 4.3 unde semnul “prim” indică derivarea în 
raport cu variabila r. 


Tabelul 4.3 
N, Ni N, N’ N3 N3 N, Nu 
r=-l 1 0 0 1 0 0 0 
r=+l 0 0 0 0 1 0 0 1 


Impunând condițiile de mai sus unor polinoame de gradul trei cu patru 
constante arbitrare, se obțin expresiile funcţiilor de formă ale elementului beam în 
coordonate naturale (4.81), reprezentate grafic în fig. 4.26: 
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Ni(r)=4(1-7}?(2+r)= (2-3r+7°), 


>= 


Nor) ar (+r )= (1-r-r?+r°), (4.81) 


Al 


Na(r)=2 (+r )°(2=1)= (243-73), 


Alo 


Nalr=—g(l4r °C r)= lire r? r3). 


Panta =0 
z y 
l Panta =0 oe Panta=0 
y F D 2 F 
Gee #0) r=+] -l Panta=1 0 +1 
Panta=0 
Panta=0 N Panta=0 Panta=1 
©, TE 2, 
=] 0 +1 -1 +1 
NA 


Fig. 4.26 


Se poate verifica uşor că la nodul 7, v=q > şi = a „iar la nodul 2, 
r 


PE 
q 5 dr 7 16: 


4.3.4 Matricea de rigiditate a unui element de grinda 


Energia de deformatie U, a unui element de grindă este 


2 
2 
(ee | Ea dx. (4.82) 


2 dx? 


228 VIBRAŢII MECANICE 


Din relaţia (4.77) se obţine 
dv_2d , do 4d 
dx 2, dy d? Zdr 


dv AE la}, (4.83) 


Ridicând la pătrat se obține 


2 T T 
dv) _[d%o] [|d?% SI 7 Ie d2N | | dN l e} 
dx? dx} (ax? } ‘4 | dr? | | dr’ a 


care se mai poate scrie 


5 = la Talv Pale). (4.84) 


2 
dx pă 


Înlocuind (4.76) şi (4.84) in (4.82) se obţine energia de deformatie a 
elementului 


1 
u,=1 {of Ele f wel Lyelar (ae) (4.85) 
e 
care are forma 
U, => tat} [es | ae) (4.86) 


Comparand (4.85) cu (4.86) se obtine matricea de rigiditate a elementului 
pentru incovoiere 


lg |= Se BEL | LN" |" LN" Jar (4.87) 
fe -1 
sau 
a O NIN: NIN; NIN 
n n " 2 n H " n 
[atf [AEM NE NENE NEMA as. (a88) 
Oo INSNI N3N3 (NS) NAN, 
NIN! NIN} NIN; (NA) 


-1 


4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE 229 


Înlocuind funcţiile de formă (4.81) şi rezolvând integralele se obţine 
matricea de rigiditate a elementului pentru incovoiere în coordonate locale 


12 6L -12 6% 


EI.| 60 402 -6¢ 207 
eo |= =e 4.89 
+] B |-12 -6@ 12 -6/ ae?) 


66 207 -6l 40? 


4.3.5 Matricea de masa coerenta a elementului de grinda 


În calcule dinamice, deplasările laterale ale grinzii sunt funcţii de spaţiu şi 
de timp, v= v(x, t). 


Energia cinetică instantanee a elementului de grindă este 


2 
ji ue Co | 22] dx, (4.90) 


unde p este densitatea materialului şi 0v/Ot = d este viteza în secțiunea x. 


Din relaţia (4.73) se obţine 
s=Lu]lae ), (4.91) 
unde | q? ) este vectorul coloană al vitezelor nodale. 


Înlocuind (4.76) şi (4.91) în relația (4.90) rezultă 


T, => (4° f 04. f INJIN]ax le) (4.92) 
care are forma : 
72 (4°) [mi] ta} (4.93) 
unde 
+1 
[mj > Pere | LN, 7, Jar (4.94) 


este matricea de masă coerentă a elementului. 


Înlocuind funcţiile de formă (4.81) şi integrând produsele acestora, se 
obține matricea de masă coerentă a elementului de grindă în coordonate locale 
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156 224 54 -13 


eae Ad, 22@ 407 13@ -3¢? (4.85) 
BI 420 | 54 137 156 -22| ` l 


134 -3 -24 ar 


e 


Această matrice de masă este obținută prin aceeaşi metodă ca şi matricea 
de rigiditate, deci este coerentă cu matricea de rigiditate. 


4.3.6 Eforturi axiale 


Fortele nodale axiale se exprimă în funcție de deplasările axiale prin relația 


(les) am 


in care matricea de rigiditate (4.32) este 


E4 | 1 -1 

ks |= —* f 4.97 

sh E i (4.97) 

Similar, din relația (4.38) se obţine matricea de masă a elementului pentru 
mişcări axiale 

e | eAf.\2 1 

= ; 4.98 

[ms - 2% | > (4.98) 


4.3.7 Matricile unui element de cadru în coordonate locale 


Combinând expresiile (4.97) şi (4.89) prin aranjarea elementelor în poziția 
corespunzătoare, se obține matricea de rigiditate a elementului de cadru plan 


? ? 
ọ WEL SEL 5 WEI 6EI 
p 2 o P 2 
p BEL 4EI GEIL 2EI 
[e |- e f =a C | (4.99) 
? ? 
i DEI GEI DEI  6EI 
P ? e eP 
9 SEL 2E1 GEIL 4EI 
g l g? 4 
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În expresia (4.99), raportul între elementele care descriu încovoierea şi cele 
care descriu întinderea este de ordinul (i/¢ je „unde ‘i’ este raza de inerție. La bare 
zvelte, acest raport poate fi între 1/20 şi 1/50, deci matricea de rigiditate poate fi 
rău condiționată numeric. 


Combinând expresiile (4.98) şi (4.95) şi aranjând elementele în poziţia 
corespunzătoare, se obține matricea de masă coerentă a elementului de cadru plan 


[140 0 0 70 0 0 
0 156 220 0 54 -13 
o] pAb 0 22@ 42 0 13@ -3 
m = eve 

420 | 70 0 0 140 0 0 
0 54 136 0 156 -22 


| 0 -13¢ -3° 0 —-22¢ 42? 


(4.100) 


4.3.8 Transformarea coordonatelor 


În fig. 4.27 se prezintă un element de cadru plan în starea inițială si cea 
deformată. Pentru nodul 7, deplasările liniare locale q} şi q sunt exprimate in 


funcție de deplasările liniare globale O, şi Q, prin relaţiile 


qı =Q,cosa+Q,sina, 
Spa i (4.101) 


q =-0; sina +Q, cosa. 


Fig. 4.27 


Relațiile (4.101) pot fi scrise matricial sub forma 
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[tal a (4.101, a) 


[r| < l (4.102) 


este o matrice de rotație în care c = cosa şi s=sina. 


unde 


Deplasările unghiulare (rotirile) sunt aceleaşi în ambele sisteme de 
coordonate 


q3 =03. (4.103) 


Adăugând relațiile similare scrise pentru nodul 2 


[i-ai oe peor 


ta°f=[r°] {o°}, (4.104) 


unde la i | este vectorul deplasărilor elementului în sistemul de coordonate locale, 


rezultă 


O° | este vectorul deplasărilor elementului în sistemul de coordonate globale şi 


c s 0 0 0 0 
-s c 0 0 0 0 
[re E a ue a A (4.105) 
0 00 c s 0 
0 00 -sc 0 
0 00 0 0 1 


este matricea de transformare din coordonate locale in coordonate globale. 


4.3.9 Matricile elementului de cadru in coordonate globale 


Utilizand acelasi procedeu ca in § 4.2.4 se obtin matricile de rigiditate si de 
masa ale elementului de cadru in coordonate globale 


[ke |- [re |? [xe Ilze] , (4.106) 


[ue [re | me |[re |. (4.107) 
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4.3.10 Asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă 


Matricile globale de rigiditate şi de masă, [K | şi [M |, sunt asamblate din 
matricile elementelor IK e] şi [u e| utilizând matricile de conectivitate ale 


elementelor |7“ | care stabilesc legătura între deplasările nodale la nivelul 
elementelor şi deplasările nodale la nivelul întregii structuri, prin relații de forma 


(0*]-[7*](8). (4.108) 


Matricea de rigiditate globală neredusă este egală cu suma matricilor de 
rigiditate expandate ale elementelor 


[K]-> [x], (4.109) 


unde [ze [Fe]? [xe || Fe | (4.110) 


Similar, matricea de masa globală neredusa | | este asamblată din 
matricile de masă expandate ale elementelor 
[az ]= 5 [a |-> [ze |" [ve ze] (4.111) 


La sistemele rezemate, matricile nereduse de rigiditate si de masa [K | si 


|M | sunt condensate utilizănd condiţiile la limita. 


Efectul maselor concentrate şi arcurilor se poate include adăugând valorile 
parametrilor respectivi în pozițiile corespunzătoare pe diagonalele principale ale 
matricilor structurii. Dacă încărcările exterioare includ sarcini distribuite, acestea 
sunt înlocuite cu forţe nodale cinematic echivalente, calculate printr-o metodă 
coerentă cu cea prin care s-au obținut matricile de rigiditate şi de masă, bazată pe 
utilizarea funcțiilor de formă statice. Odată calculate matricile de rigiditate şi de 
masă şi vectorul forţelor, se pot obţine direct ecuaţiile de mişcare. 


Exemplul 4.10 

Să se calculeze primele 15 pulsatii proprii şi forme modale pentru cadrul 
plan din fig. 4.28 la care E=207GPa, p=7810 kg/m? , 1=271mm4* şi 
A=80,6 mm? pentru toate barele. Cadrul cu lungimea 606,9 mm şi înălțimea 


606,9 mm are doi stâlpi şi două rigle echidistante. 


Rezolvare. Datorită simetriei se consideră doar jumătate de cadru, cu 
legături diferite pentru modurile simetrice şi cele antisimetrice. 
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Fiecare jumătate de cadru a fost modelată cu 16 elemente identice de 
grindă plană, 8 pentru stâlp şi 4 pentru fiecare jumătate de riglă. 


Fig. 4.28 


Primele 15 pulsatii proprii, calculate cu programul VIBFRAME, au 
următoarele valori: 107,20 , 377,47 , 397,25 , 475,73 , 1099,3 , 1316,2 , 1504,0 , 


1911,6 , 2061,4 , 2447,5 , 2695,0 , 2903,7 , 4171,1 , 4618,3 şi 4943,6 rad/s. 
Formele modurilor proprii sunt prezentate în fig. 4.28. 
Exemplul 4.11 


Să se calculeze primele 15 frecvențe proprii şi forma modurilor proprii ale 
vibrațiilor coplanare ale cadrului din fig. 4.29 dacă H=210GPa, 


p=7850kg/m° , 1 =1,055-107 mf, A=3,73-10“ m? şi /=05m. 


24 24 


Fig. 4.29 
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Modul 1 36 Hz Modul 2 43.48 Hz Modul 3 89,79 He 


Modul 4 182,6 Hz Modul 5 198,65 Hz Modul 6 210,48 Hz 


Modul 7 247,82 Hz Modul & 264,79 Hz Modul 9 312,6 Hz 


Modul 10 327,76 Hz Modul 11 358 Hz Modul 12 564,99 Hz 


Modul 13 606,71 Hz Modul 14 687,85 Hz Modul 15 717,53 Hz 


Fig. 4.30 


Rezolvare. Fiecare segment de lungime / a fost modelat cu 5 elemente 
de grindă identice, rezultând în total 85 elemente, deci 86 de noduri. Cu patru 
noduri fixe şi trei grade de libertate pe nod, matricile condensate ale sistemului sunt 
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de ordinul 246. Modurile proprii calculate cu programul VIBFRAME sunt 
prezentate în fig. 4.30 în care apar şi valorile frecvenţelor proprii. 


4.4 Grilaje 


Grilajele sunt cadre plane solicitate de forte perpendiculare pe planul 
structurii. Ele sunt cazuri speciale de cadre tridimensionale în care fiecare punct de 
îmbinare are doar trei deplasări nodale, o translație şi două rotiri, rezultate din 
acțiuni de forfecare (neglijabile), încovoiere şi răsucire. 


Fig. 4.31 


4.4.1 Discretizarea cu elemente finite 


Grilajul este împărțit în elemente, ca în exemplul din fig. 4.31. Fiecare nod 
are trei grade de libertate, două rotiri şi o deplasare liniară, perpendiculară pe 
planul grilajului. Gradele de libertate ale nodului i sunt Q3;_, - rotația fata de axa 


X, 03; - rotația faţă de axa Y şi Q}; - deplasarea în lungul axei Z. 


Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor în sistemul de referință 
global XOY iar conectivitatea elementelor este definită prin indicii nodurilor. 
Elementele sunt modelate ca bare cu secțiune constantă, solicitate la încovoiere şi 
răsucire, fără deformatii de forfecare şi fără sarcini între noduri. Proprietățile 
caracteristice sunt modulele de rigiditate la incovoiere EJ şi la răsucire GJ, , masa 
pe unitatea de lungime pA şi lungimea /. Se consideră doar bare cu secţiuni al 
căror centru de forfecare coincide cu centrul de greutate. 


4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE 237 


4.4.2 Matricile elementului de grilaj în coordonate locale 


Se consideră un element de grilaj înclinat, ca în fig. 4.32, a, în care se arată 
deplasările nodale în coordonate locale şi în coordonate globale. 


Fig. 4.32 


În sistemul local de coordonate fizice, axa x, orientată în lungul barei, este 
înclinată cu unghiul œ fata de axa globală X. Axa z a sistemului local de 
coordonate este coliniară cu axa Z a sistemului global. Alternativ, se mai poate 
folosi un sistem de coordonate intrinseci (naturale). 


Vectorul deplasărilor nodale ale elementului este 


(ae (au aa; a3 dads do! (4.112) 


iar vectorul corespunzător al forțelor nodale ale elementului se poate scrie 


eA fa ft fel (4.113) 


În (4.113) f3, fe sunt forte transversale, iar f,, fs sunt cupluri care 
produc încovoiere (fig. 4.32, b). În (4.112) deplasările q3, qg sunt translatii, în 
timp ce 9», qs sunt rotiri. Vectorii coloană corespunzători sunt legați prin 


matricea de rigiditate la încovoiere. 


Rearanjând matricea (4.89) rezultă 


f| EL| 62 12 6l -12| |43 
fs| |2 6l 4? -6| |as 
Jo —6/ -12 -6£ 12 | las 


(4.114) 
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Cele patru forte nodale ale elementului sunt legate de acceleratiile nodale 
respective prin matricea de masă. Rearanjând matricea (4.95) relaţia se poate scrie 


h 402 224 -3 134| [42 
f| pAée| 226 156 -13€ 54] Jăz 
fs| 420 | —302 -13¢ 4 -22| |ăs 
fo 137 54 -22l 156 | [ds 


(4.115) 


Forțele nodale axiale f}, f4 sunt cupluri de răsucire iar deplasările nodale 
qı» q4 sunt unghiuri de răsucire. Deoarece descriu efecte torsionale, acțiunea lor 


este decuplată de încovoiere. Matricile respective de rigiditate şi de masă pot fi 
calculate separat. Ele se calculează la fel ca matricile de rigiditate şi de masă pentru 
solicitări axiale. 


Unghiul de răsucire, exprimat prin funcţiile de formă (4.24) 


O(r)= N (r) qi + No(") G4, 
2 
A astă ; D : GI, [| 00 5 
poate fi înlocuit în expresia energiei de deformatie U, = ati e dx. După 
x 
trecerea la coordonate naturale se obtine matricea de rigiditate pentru torsiune 


+1 
2GI 
[ee e lov, LN lar . 
Toj 


Datorită acestei analogii, forțele nodale pot fi exprimate în funcție de 


deplasările nodale prin relația 
Hadi (4.116) 
Sa q4 
în care matricea de rigiditate pentru torsiune este 


[ke ]- wel a (4.117) 
é,[-1 1 


În expresia (4.117), G este modulul de elasticitate transversal iar J,, este 


constanta torsională a secțiunii transversale. In cazul sectiunilor axial-simetrice, 
această constantă este momentul de inerție polar. 


Similar, matricea de masă coerentă a elementului pentru torsiune este 


[me E Plate f | (4.118) 


6 1 2 
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Pentru elementul de grilaj, combinând elementele matricilor de rigiditate 
(4.114) şi (4.117), se obţine matricea de rigiditate în coordonate locale, care 
exprimă forțele nodale (4.113) în funcţie de deplasările nodale (4.112) 


a 0 0 -a 0 0 
0 42 6& 0 20 -6t 
[ee ails 0 6& 12 0 6@ -12 (4.119) 
pe |-a 0 0 a 0 0 
0 20 62 0 40 -6l 
0 -6£ -12 0 -6 12 


unde a = GI UET, A 


tee 


Combinând elementele matricilor de masă (4.115) şi (4.118) se obține 
matricea de masă coerentă a elementului de grilaj în coordonate locale 


[25 0 0 b 0 0 
0 407 22¢ 0 -307 13 
me | Pete 0 222 156 0 -130 54 

420 |b 0 0 25 0 0 
0 -3 -134 0 4 -228 
LO 137 54 0 -222 156 


(4.120) 


în care b = 701, / A, . 


4.4.3 Transformarea coordonatelor 


Înaintea asamblării în matricile globale ale grilajului, este necesară 
transformarea matricilor (4.119) şi (4.120) din sistemul local în sistemul global de 
coordonate. Deoarece direcția z a axelor locale coincide cu direcţia Z a axelor 
globale, trebuie transformate doar rotirile. Transformarea coordonatelor este 
definită de relaţia (4.104) 


ta“ )-lre | {O°}. (4.121) 


în care (ge) este vectorul deplasărilor elementului (4.112) în sistemul de 
coordonate locale, 


50" | 00,050,002) 
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este vectorul deplasărilor elementului în sistemul de coordonate global (fig. 4.32) şi 


c s 0 0 00 

-s c 0 0 0 0 

: 0 0 1 0 0 0 
[r E i (4.122) 

0 00 c s0 

0 0 0 -s c 0 

0 00 0 0 1 


în care c=cosa@ si s=sina, este matricea de transformare (4.105) de la 


coordonate locale la coordonate globale. Aceeasi matrice de transformare (4.122) 
este utilizată pentru forțele nodale. 


4.4.4 Matricile elementului de grilaj în coordonate globale 


Utilizând aceeaşi metodă ca în § 4.2.4 şi § 4.2.5, se obţin matricile de 
rigiditate şi de masă ale elementului de grilaj în coordonate globale 


[Ke E re | | e Iire] (4.123) 
Şi 
[me Elre [me re]. (4.124) 
Ele pot fi utilizate la asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă 


nereduse, |K | ŞI [iz |; folosind matricile de conectivitate ale elementelor 7 d | 
care exprimă deplasările nodale la nivelul elementului în funcție de deplasările 
nodale la nivelul întregii structuri prin relații de forma (4.108). 

La sisteme rezemate, matricile nereduse |K | şi |M | sunt apoi condensate 


utilizând condiţiile la limită. Efectul rigiditatii arcurilor şi al maselor concentrate 
poate fi inclus adăugând valorile acestora în poziţiile definite de gradele de 
libertate respective pe diagonalele principale ale matricilor respective. 


Exemplul 4.12 


Să se calculeze primele 9 moduri proprii de vibraţie ale grilajului din fig. 
4.33, rezemat pe patru arcuri de rigiditate k=1000 N/m fiecare. Proprietăţile 


sistemului sunt E=210GPa, G=81GPa, p=7900kg/m>, /=05m şi 
diametrul barelor d = 20 mm. 
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Fig. 4.33 
Rezolvare. Grilajul a fost modelat cu 10 elemente şi 8 noduri, având 


astfel 24 grade de libertate. Formele modurilor proprii, calculate cu programul 
VIBGRID, sunt prezentate în fig. 4.34 împreună cu valorile frecvențelor proprii. 


Modul 1 1,98 Hz Modul 2 2,6 Hz Modul 3 2,96 Hz 


Modul 4 16,78 Hz Modul 5 22,83 Hz Modul 6 42,68 Hz 


Modul7 51,58 Hz Modul8 83.3 Hz Modul9 112,99 Hz 


Fig. 4.34 


Primele trei moduri de vibratie sunt moduri de ‘corp rigid’, de rotatie si 
translație ale grilajului nedeformat pe arcurile de suspensie. Modul 4 este “primul 
mod de incovoiere’ (două linii nodale pe lăţime), modul 5 este “primul mod de 
torsiune” (o linie nodală longitudinală), modul 6 este ‘al doilea mod de incovoiere’ 
(trei linii nodale pe lăţime), modul 7 este “al doilea mod de torsiune”, modul 8 este 
“al treilea mod de torsiune” şi modul 9 este “al treilea mod de incovoiere’. 
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Examplul 4.13 

Grilajul din fig. 4.35 este încastrat în punctele / şi 2, având /=lm, 
1=0,785-10% mf, 1,=1,57:108mf, 4=314-104 m?, p=7900kg/m5, 
E = 210 GPa şi G=81 GPa. Să se calculeze primele 9 moduri proprii de vibraţie. 


Fig. 4.35 
Rezolvare. Grilajul a fost modelat cu 14 elemente şi 8 noduri, având 18 


grade de libertate. Formele modurilor proprii calculate cu programul VIBGRID sunt 
prezentate în fig. 4.36 împreună cu valorile frecvenţelor proprii. 


Modul 1 2,44 Hz Modul2 8,83 Hz Modul3 14,52 Hz 


Modul 4 26,89 Hz Modul 5 39,45 Hz Modul 6 44,46 Hz 


Modul 7 70,96 Hz — Modul 8 88,79 Hz 
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Modul / este “primul mod de incovoiere’, modul 2 este “primul mod de 
torsiune”, modul 3 este “al doilea mod de incovoiere’, modul 4 este “al doilea mod 
de torsiune”, modul 5 este ‘modul al treilea de incovoiere’ iar modul 6 este un 
“prim mod de incovoiere’ fata de axa longitudinală. 


4.5 Funcţii de răspuns în frecvenţă 


Prima parte a acestui capitol a fost consacrată calculului modurilor proprii 
de vibraţie ale sistemelor neamortizate de ordin relativ mic. În continuare se 
studiază răspunsul în frecvență al sistemelor amortizate şi se prezintă diagramele 
funcţiilor de răspuns în frecvenţă (FRF) ale acestora. Analiza FRF măsurate 
experimental face obiectul unui capitol din volumul al doilea în care se prezintă 
Analiza modală experimentală şi Identificarea sistemelor vibratoare. 


4.5.1 Matricea FRF 


Pentru un sistem cu amortizare vâscoasă, matricea funcțiilor de răspuns în 
frecvenţă (matricea FRF) din (3.143) are forma 
-1 
[H ho)]-lo? [m]+io [c]+[«]| (4.125) 
unde @ este pulsatia excitatoare. 


Matricea FRF poate fi scrisa 


h(i a j 
= (4.126) 
haho) holio) ... Ayn (ia) 


unde A j, (ia) este răspunsul măsurat la coordonata j produs de o forță armonică 


aplicată la coordonata £. 


Există mai multe tipuri de funcţii de răspuns în frecvență, după cum 
răspunsul este o deplasare, viteză sau accelerație (v. $ 2.4.7). Utilizând notația 
complexă, dacă excitatia f;,(t)= hy ei“! produce răspunsul x; (7)=3, gilo:+6), 


atunci receptanta complexă poate fi exprimată prin componentele reală şi 
imaginară 


A 


xX; 


h (io) = Tis Ju git = Ji cour sing = hf (o)+ihj/(0). 
fo A Xj j 
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Raportul f,/x, se numeşte receptanță directă (receptanta în punctul de 
aplicare a forței), în timp ce raportul f, /x j ( j+ 7) se numeşte receptanta de 


transfer sau inter-receptanță după cum j este o coordonată în alt punct, sau în 
acelaşi punct ca / dar pe altă direcţie. 


De notat că FRF sunt mărimi măsurabile care pot fi determinate prin 
încercări cu excitație armonică. 


4.5.2 Diagramele FRF 


FRF sunt mărimi complexe, definite de trei cantităţi — frecvenţa plus părțile 
reală şi imaginară (sau modulul şi faza) — care sunt reprezentate grafic. 


Modulul H11, dB 
Faza H11,* 


Modulul H21, dB 
Faza H21,* 


Modulul H31 , dB 
Faza H31,° 


Frecvența , Hz Frecvența , Hz 


Fig. 4.37 


Cele trei formate grafice de prezentare a FRF sunt: a) diagramele Bode 
(modulul în funcţie de frecvenţă şi faza în funcţie de frecvenţă), b) diagramele 
componentelor în fază şi în cuadratură (componenta reală în funcţie de frecvenţă şi 
componenta imaginară în funcţie de frecvență); şi c) diagramele Nyquist (partea 
imaginară în funcţie de partea reală, eventual cu gradatii la intervale egale de 
frecvenţă). 
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Graficele includ FRF de tipul miscare/forta, cum sunt receptanta, 
mobilitatea şi inertanta (acceleranta), şi inversele acestora (forta/miscare), 
rigiditatea dinamică, impedanta şi masa dinamică (v. $ 2.4.7). Diagramele pot 
avea scară liniară, logaritmică sau semilogaritmică, cu sau fără caroiaj, cu unul sau 
două cursoare, posibilităţi de “zoom” sau de suprapunere a mai multor curbe. 


Real H11 
Imaginar H,, 


Real Hat 
Imaginar Ha; 


Imaginar H31 


Frecvența , Hz Frecvența , Hz 


Fig. 4.38 


În fig. 4.37 se prezintă diagramele Bodé ale receptantelor unui sistem 
amortizat cu trei grade de libertate, pentru deplasări măsurate în g.d.l. 7, 2, şi 3, 
produse de o forţă aplicată în g.d.l. 7. Diagramele modulului au scară verticală 
logaritmică, necesară pentru detalierea răspunsului de nivel relativ scăzut din 
vecinătatea antirezonantelor. 


În fig. 4.38 se arată diagramele componentelor reală (în fază) şi imaginară 
(în cuadratură) ale aceloraşi receptante, iar în prima coloană a fig. 4.39 se arată 
diagramele Nyquist corespunzătoare. Se observă că, la sisteme slab amortizate şi 
cu frecvențe proprii relativ depărtate, buclele răspunsului în vecinătatea 
rezonantelor pot fi aproximate cu cercuri. 


Pentru comparaţie, în coloanele a doua şi a treia din fig. 4.39 sunt 
prezentate diagramele mobilitatilor şi inertantelor, pentru aceleaşi FRF. Se observă 
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rotirea acestora cu 90°, respectiv 180°, în planul complex, datorită defazajului 
între deplasare, viteză şi acceleraţie. 


-0.2 
=: 3 = 
£ -0.6 £ £ 
-0.8 


-200 -100 0 100 200 
Re (Iner11) 


Im (Rec21) 
Im (Mob21) 
Im (Iner21) 


-200 0 200 


ii e a PERI iei 


Im (Mob31) 
Im (Iner31) 


spal 


-500 0 500 
Re (Rec31) Re (Mob31) Re (Iner31) 


nL 


Fig. 4.39 


În fig. 4.40 se prezintă o diagramă tridimensională a receptantei directe 
h,,, împreună cu diagramele Nyquist şi ale părților reală şi imaginară. 


Imaginar 


Frecvența , Hz 


Fig. 4.40 
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La sisteme slab amortizate şi cu densitate modală mică, vârfurile din 
diagramele FRF ale modulului şi componentei imaginare ale receptantei, 
mobilităţii sau accelerantei indică rezonanțe. Un sistem cu n grade de libertate, cu 
moduri de vibraţie cu amortizare subcritică, are n rezonanţe. Adesea, simpla 
analiză vizuală a diagramelor FRF permite estimarea ordinului sistemului, prin 
numărarea vârfurilor de rezonanță din domeniul frecvenţelor de interes. 


Aşa cum s-a arătat pentru sisteme cu două grade de libertate (fig. 3.49), la 
sisteme cu amortizare mare şi/sau frecvenţe proprii relativ apropiate este posibil ca 
diagramele FRF să nu aibă vârfuri la unele rezonanțe. La sisteme cu amortizare 
moderată, cea mai precisă localizare a rezonantelor se face pe diagramele Nyquist, 
în punctele în care viteza de variație cu frecvența a unghiului de fază (sau a 
lungimii arcului de cerc) are un maxim local. Dacă o astfel de diagramă este 
gradată la creşteri egale ale frecvenţei excitatoare, rezonanţa poate fi localizată 
acolo unde distanţa între două puncte succesive este maximă (ca în fig. 3.48). 


Antirezonantele apar ca minime pronunţate în diagramele modulului FRF 
de tipul mişcare/forţă. La o FRF directă, rezonantele şi antirezonantele alternează 
(teorema reactantelor a lui Foster). Între două vârfuri de rezonanţă apare un minim 
pronunţat de antirezonanté. La o FRF de transfer, unele sau toate antirezonantele 
sunt înlocuite de minime aplatisate. Numărul şi poziția antirezonantelor variază în 
diagramele FRF calculate în alte puncte sau pe alte direcţii. 


În fig. 4.41 se prezintă diagramele receptantelor unei structuri, calculate în 
acelaşi punct dar pentru trei direcţii diferite. Figura ilustrează alinierea vârfurilor de 
rezonanţă precum şi numărul şi poziţia diferită a minimelor de antirezonanta. 
Curba de sus, la care rezonantele şi antirezonantele alternează, este a unei 
receptante directe. 


104 


Modulul FRF 
5, 


104 


0 50 100 150 200 250 300 350 400 


Frecvența , Hz 


Fig. 4.41 
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În fig. 4.42 sunt redate diagramele receptantei h3,5 calculate pentru 
sistemul cu 15 grade de libertate din Exemplul 4.8 (fig. 4.17). 


i i i i 
w 100 120 140 16 180 200 


Frecvența, Hz 


N O i 
Li 100 120 140 160 180 
Frecvența, Hz 


Cc 


200 


Fig. 4.42 


SD 100 120 140 
Frecventa, Hz 


1600 180 200 


i i i 
100 120 140 
Frecvența, Hz 


Imag (FRF) 


A mei A 
0.006 0 0005 om 
Roa (FRF ) 


d 


Comparând frecvențele vârfurilor de rezonanță cu frecvențele proprii date 
în Tabelul 4.2, se remarcă grupul celor mai mari cinci frecvențe proprii, care apar 
distincte în pofida valorilor reduse ale răspunsului, datorită scării logaritmice (fig. 
4.42, a). Dintre celelalte zece rezonanţe, se pot distinge doar nouă, modurile cu 
frecvențe relativ apropiate la 53,35 Hz şi 53,42 Hz producând un singur vârf, în 
timp ce rezonantele de la 59,45 Hz şi 73,72 Hz sunt aproape estompate. 


Modula! FRF 


00 +a 
Frecvența, H2 


a 


Modului FRF 


æ 100 
Frecventa, Hz 


b 


10 160 100 200 
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Individualizarea vârfurilor de rezonanţă depinde de rezoluţia în frecvenţă a 
datelor reprezentate grafic. La curbe FRF calculate pentru puncte diferite de 
răspuns şi excitare, de exemplu funcția į; in fig. 4.43, a şi funcţia he in fig. 


4.43, b, unele vârfuri pot lipsi. 


Probleme 


4.E1 Sa se calculeze frecvențele proprii şi forma modurilor proprii de 
vibraţie ale sistemului din fig. 4.E1. Se consideră k=10*N/m, 
m = ma = my =0,5kg, m, =m; = mo =15kg, m; =m =mg=lkg. 


Fig. 4.E1 


Răspuns: fi =73,5 Hz, fa =124,62 Hz, f3 =174,78Hz, fo = 433,46 Hz. 


4.E2 Sa se calculeze modurile proprii de vibratie ale sistemului din fig. 
4.E2, considerând m;=lkg  (j=1,...12), k;=100N/m  (j=1....,11), 


ki2 =102 N/m. Să se compare rezultatele cu cele obținute pentru > = 100 N/m. 


Fig. 4.E2 


Răspuns: a) fə = 0,824 Hz, f} = 0,828 Hz, fa =1591Hz, f; =1594 Hz. 
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b) fo = fy =0,824 Hz, fa = f; =1591 Hz, f= fy =2,251Hz. 


4.E3 Să se calculeze frecventele proprii şi rapoartele de amortizare modale 
ale sistemului cu 10 g.d.l. din fig. 4.E3. Apoi să se calculeze frecvențele proprii 
neamortizate şi formele modale corespunzătoare. Parametrii sistemului sunt: 
my =1,21, m, =144, m3 =1,69, m4 =196, ms =225, mg =2,56, m- =2,89, 


mg =3,24, mo=3,61, miy=4kg, k,=1100, k,=1200, k3=1300, 
k,=1400,  k5=1500, kg =1600, k,=1700, kg=1800, k =1900, 
kio =2000N/m, c, = 0,0024; (j=1....,10). 


Fig. 4.53 


Raspuns: fi =0,718Hz, 61, =0,45%, Jio =8,34Hz, C10 = 5,24%. 


4.E4 La sistemul cu 15 g.d.l. din fig. 4.E4 să se calculeze frecvențele 
proprii amortizate şi rapoartele de amortizare modale. 


Mase 

0,0013 kg 11-15 
0,026 kg celelalte 
Rigidități 

100 N/m Ley 
1100 N/m 18 
900 N/m 19 
1200 N/m 20 
800 N/m 21 
Coeficienti de amortizare 

0,1 Ns/m TST 
0,01 Ns/m 12-21 


Fig. 4.E4 


Răspuns: f, =2,65Hz, €,=081%, fus =156,73Hz, (5 =0,44%. 
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4.E5 O structură în formă de scară este fixată la ambele capete ca în fig. 
4.E5. Masa fiecărei trepte este m iar rigiditatea laterală între două trepte este k. Sa 
se calculeze pulsatiile proprii şi să se traseze forma modurilor proprii de vibraţie. 


Răspuns: o, =0,517Jk/m , @, =alk/m , @;=1414/k/m , @ 4 =1,7324]k/m , 


1 2 34 


Fig. 4.E5 Fig. 4.E6 


4.E6 Un motor cu cinci cilindri şi volant este folosit la antrenarea unui 
generator electric. Pentru calculul frecvențelor proprii de torsiune, sistemul real 
este modelat prin sistemul echivalent prezentat în fig. 4.E6. Să se determine 
primele patru moduri proprii de vibrație şi să se traseze formele modale utilizând 
următoarele valori: Kj) =K =K34=2,2MNm/rad, K 45 =09MNm/rad, 


K; =024MNm/rad,  J¿=J}=J}3=J4=0,51kgm°, J; =53 kgm’, 
J 6 =4,4 kgm’. 


Răspuns: f =46,21 Hz, f3 =106,11 Hz, f4 =29141Hz, f; =481,45 Hz. 


4.E7 Sistemul torsional din fig. 4.E7 modelează un motor diesel cu opt 
cilindri si volant, transmisia cu roti dinţate si elicea vaporului. Să se determine 
primele trei moduri proprii ale vibratiilor torsionale utilizând următoarele valori: 


n4 = 405 rot/min, ng > 225 rot/min, J 9 = 602 kgm?, Jig =91 kgm’, 


Jun =1953 kgm”, J > = 4331 kgm’, J, 23 =..=Jg=184 kgm’, 
K gg =116 MNm/rad, K 9 19 =13,5MNm/rad, K 10,11, =185 MNm/rad (redusă la 
ng) Ky,17=0,846 MNm/rad, Ky, = Ko =...=K7g =84 MNm/rad (G. 


Ziegler, 1977). 
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10 
no 12 
1234567 8 y 
B 
9 
11 


Fig. 4.E7 


Răspuns: f, =2,68 Hz, f, = 20,60 Hz, f, =35,81Hz. 


4.E8 Sa se determine primele două frecvenţe proprii (nenule) ale 
sistemului torsional al unui autovehicul modelat ca în fig. 4.E8, pentru următoarele 


valori ale momentelor de inerție şi rigiditatilor torsionale: K, =2 MNm/rad, 
K, =1,6 MNm/rad, K3,=1MNm/rad, Ka =4 MNm/rad, J,=15 kgm’, 


J =10 kgm? , J3=18 kgm? „ J4=6 kgm’. Raportul de transmisie al 
angrenajului conic din diferențial este 4 : 1. 


Fig. 4.E8 


Răspuns: f, = 55,26 Hz, f} = 62,32 Hz. 


4.E9 Sistemul de antrenare a paletelor unui mixer industrial este ilustrat în 
fig. 4.E9. Rotile conice au fiecare 20 dinţi, două roti cilindrice au 36 dinți iar 
pinionul comun are 12 dinți. Să se calculeze frecvențele proprii ale vibratiilor 
torsionale ale sistemului, utilizând valorile G=81GPa, d=19mm, 


J, =22,6-10° kgm?, J =J}=5,65-10°kgm?,  J4=113-10°kgm?, 


J; =J =56,5-10°kgm?, J,=J,=904-10%kgm’, £;=,=0915m, 
(3 =1,016 m (James et al., 1989). 


4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE 253 


Fig. 4.E9 


Răspuns: fa =16,90 Hz, f3 =1841 Hz, faq =37,39Hz, f; =79,61 Hz. 


4.E10 Să se calculeze modurile proprii ale vibratiilor laterale ale grinzilor 
cu masa neglijabilă din fig. 4.E10. 


m m EI m m Ue me? M BE] 2m oF] 
f $ f f f F 7 ? f 
y 
a b 
Fig. 4.E10 


Răspuns: a) Matricea de flexibilitate este 
32 45 40 23 
7 me 45 72 68 40 
 3750EI | 40 68 72 45 
23 40 45 32 


ls] 


Pulsaţiile proprii sunt 4, =4,4126 EI/mP „ @7=17,611 EI/m®@ , 
03 =38 9864 EI [mË , @4 =641997 JEI/me . 
b) o, =0,647EI/me> , o, =2,482EI/m@ , o3 =5,654 EI [m8 . 
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4.E11 Sa se determine primele opt moduri proprii de vibrație coplanara 
ale grinzilor cu zăbrele din fig. 4.E11. Barele au secțiunea transversală ®6x 1mm 


şi (=03m, E =72,7 GPa, p=3100 kg/m? . Toate masele sunt m = 0,6 kg. 


Fig. 4.E11 
Raspuns: a) 20,51; 83,31; 111,49; 164,82; 215,10; 265,74; 299,27; 361,48 Hz. 
b) 20,02; 79,07; 117,04; 163,05; 231,06; 272,94; 290,24; 358,46 Hz. 


4.E12 La grinda cu zăbrele din fig.4.E12 să se determine primele şase 
frecvențe proprii si formele modale respective, dacă &£=210GPa, 


p =7800kg/m5, 1=2 m, 4=2000 mm’. 


Fig. 4.E12 
Răspuns: fı =74,61 Hz, f =142,24 Hz, f, =237,22Hz, fe = 529,15 Hz. 


4.E13 Să se determine primele 20 moduri proprii de vibrație ale grinzii 
continue cu patru deschideri egale din fig. 4.E13 şi să se comenteze gruparea 


frecvenţelor proprii. Se consideră E =208 GPa, p= 7850 kg/m? , /=lm şi 
secțiune transversală dreptunghiulară cu b = 2h = 40 mm . 


Fig. 4.E13 
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Răspuns: 46,69; 54,48; 72,98; 94,33 Hz, 187,48; 203,59; 237,82; 274,84 Hz, 
427,85; 452,63; 504,23; 557,66 Hz, 829,07;..., 1043,98 Hz. 


Oe PS 


Poy ral 
PAP AAA. 


SON VAVA nf Anfa 


4.E14 O grindă simplu rezemată cu două deschideri (fig. 4.E14) are un arc 
de răsucire la suportul din mijloc. Rigiditatea acestuia este K = 500 EI/£ , unde 


EI este modulul de rigiditate la încovoiere al grinzii şi / este lungimea totală. a) 
Să se calculeze modurile proprii ale vibratiilor transversale ale grinzii cu deschideri 
de lungimi egale (A =0). Să se comenteze gruparea frecvențelor proprii. b) Se 
consideră o grindă cvasiperiodică cu cuplaj slab, cu lungimile deschiderilor 
l (0,5 — 4) şi / (0,5 + A) „unde A = 0,01. Să se explice fenomenul de localizare in 


structuri mecanice dezordonate. c) Să se extindă analiza la grinzi cvasiperiodice cu 
trei şi patru deschideri. 


£(0.5-A) 


£(0,5 +A) 


Fig. 4.E14 


4.E15 O grindă de secțiune constantă simplu rezemată are lungimea 3m, 


masa pe unitatea de lungime 15 kg/m, modulul de rigiditate la încovoiere 4kNm? 
şi E=200GPa. Să se reprezinte grinda prin patru elemente finite şi să se 


calculeze primele patru frecvențe proprii presupunând: a) masa concentrată la 
mijlocul fiecărui element; b) câte o jumătate din masa fiecărui element plasată la 
capetele elementului; c) masa uniform distribuită în lungul grinzii (matrice de masă 
coerentă). Să se compare rezultatele cu cele calculate cu formula lui Rayleigh, 
utilizând o funcţie “sinus” pentru deformata grinzii, şi cu formula lui Dunkerley. Să 
se traseze forma modurilor proprii de vibraţie pentru cazul (c). 
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4.E16 Utilizând metoda elementelor finite, să se calculeze primele două 
frecvenţe proprii ale vibratiilor transversale ale unei grinzi în consolă, de secțiune 
constantă. Să se modeleze grinda cu 1, 2, 3, 4, 5 şi 6 elemente de lungime egală şi 
să se compare frecvențele proprii astfel obţinute cu valorile adevărate. 


4.E17 Un arbore din oţel (fig. 4.E17) cu diametrul d = 40 mm şi lungimea 
¢=1,2m este rezemat în două lagăre de rigiditati k; =4N/um şi kọ =6N/um. 
Cele două discuri au masele m, =400kg şi m, =600kg, şi razele de inerție 
r, =03m şi respectiv r, =0,5m. Să se determine: a) frecvențele proprii ale 
vibratiilor laterale, şi b) primele patru forme modale, considerând E = 210 GPa si 


p = 1850 kg/m? . 


Fig. 4.E17 
Răspuns: 
Modul 1 4,01 Hz Modul 2 12,84Hz 
Modul 3 17,66 Hz Modul 4 30,46 Hz 


4.E18 Arborele din oţel din fig. 4.E18 este simplu rezemat în lagăre 
scurte. a) Să se calculeze frecvenţa proprie fundamentală cu formula lui Rayleigh. 
b) Să se compare rezultatul cu cel obţinut utilizând un model cu parametri 
concentrați. c) Să se calculeze primele două frecvențe proprii cu ajutorul 


programului VIBFRAME, considerând E = 210 GPa şi p= 7850 kg / m’. 
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= EE; — os] —- E $250 
îm | tm | im 
Fig. 4.E18 
Răspuns: fı =36,/6 Hz, f =120,43 Hz. 


4.E19 Să se determine primele două frecvenţe proprii ale barei cotite din 
fig. 4.E19 şi să se traseze forma modurilor proprii de vibraţie în planul barei. a) Se 
consideră AB=CD=/ şi BC=0. Cele două bare se modelează fiecare cu cel 
putin trei elemente finite. b) Pentru 48=CD=/ şi BC =//10 să se compare 


frecvențele proprii cu cele calculate la (a). 


B Aj, 
C | D 
Fig. 4.E19 


Răspuns: a) fi = þh =11,71 Hz.b) fı =10,45 Hz, f, =10,69 Hz. 


Modul 1 11,71 Hz Modul 2 11,71 Hz 


4.E20 Sa se calculeze primele opt frecvente proprii si formele modale 
corespunzătoare pentru vibraţiile coplanare ale cadrului din fig. 4.E20 cu 


=0,004m7, A gigg = 0,003 m’, 


următoarele proprietăți: A,,,, = 0,006 m°, A 


oriz 


1 =0,0756m*, E =75 GPa şi p =2800kg/m?. 


Fig. 4.E20 
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R. Folosind 48 elemente şi 44 noduri (4 elemente pentru o bară), frecvențele 
proprii sunt 45,15; 79,07; 227,72; 249,94; 365,62; 444,03; 452,83; 476,83 Hz. 


4.E21 Sa se determine primele 12 moduri proprii ale vibratiilor laterale 
coplanare ale crucii duble din fig. 4.E21. Cele opt bare au lungimea / = 50 m şi 
secțiunea transversală un pătrat cu latura 0,125m. Capetele exterioare sunt 
articulate iar cele interioare sunt încastrate într-un punct comun. Proprietățile 
materialului sunt £ = 200 GPa şi p=8000 kg/ m. Se recomandă modelarea 
fiecărui brat cu mai mult de două elemente finite de tip beam. 


Fig. 4.E21 
Răspuns: fi, = 5,6687 Hz, fa = f = 8,8485 Hz, fa =... = fe =8,8856Hz. 


Modul 1 5.67 Hz 


4.E22 La sistemul din fig. 4.E22, modelat ca grilaj orizontal, să se 
calculeze primele patru moduri proprii de vibraţie. Se consideră /=0,25m, 


(4=02m, £E=210GPa, v=03 şi p =7850 kg/m? . Barele au secțiunea 


transversală un pătrat cu latura a = 5mm şi J, = 0,141a*. 
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Fig. 4.E22 


Răspuns: fi =10,69 Hz, f =2731 Hz, f} =4496Hz, fa =108,65 Hz. 


Modul 1 10,7 Hz i Modul 2 27,32 Hz 


Modul 3 44,96 Hz Modul 4 108,65 Hz 


4.E23 Să se determine primele şase moduri proprii de vibrație ale 
grilajului din fig. 4.E23. Se consideră /=50mm, E=210 GPa, G=80GPa, 


p =7800 kg Í m? şi secțiuni transversale circulare cu diametrul d = 5mm. 


Fig. 4.E23 


Răspuns: Primele şase forme modale sunt prezentate în continuare. 


260 VIBRAŢII MECANICE 


Modul 1 109,07 Hz Modul 2 315,87 Hz Modul 3 671,03 Hz 


Modul 4 1099,77 Hz Modul 6 1764.48 Hz 


4.E24 Grilajul din fig. 4.E24 este realizat astfel: a) o bară orizontală ABC 
din oţel, cu modulul de rigiditate la incovoiere 2,5: 107Nm?, modulul de rigiditate 
la răsucire 1,92:107Nm? şi masa pe unitatea de lungime 300 kg/m ; b) două bare 
orizontale EBD şi GCF din oţel, încastrate rigid în bara ABC, cu modulul de 
rigiditate la încovoiere 5- 107Nm? şi masa pe unitatea de lungime 500 kg/m ; c) 
mase de 500kg în E şi D, şi mase de 250kg in G şi F. Se neglijează momentele 
de inerție ale acestor mase. Se consideră E£E=210GPa, G=8IGPa şi 


p = 1850 kg / m° . Se cer primele şase frecvenţe proprii de vibraţie. 


0,6m 0,3m 


Fig. 4.E24 


Răspuns: 2,35; 10,39; 13,39; 36,16; 63,25; 105,22 Hz. 


5. 
SISTEME CONTINUE 


Când masa şi elasticitatea unui sistem în vibrație sunt distribuite în tot 
sistemul, pentru descrierea configurației acestuia este necesar un număr infinit de 
coordonate. Astfel de sisteme au un număr infinit de grade libertate, deci un număr 
infinit de frecvenţe proprii şi forme modale proprii. 


În acest capitol se studiază vibraţiile barelor cu masă şi elasticitate 
distribuite, din materiale elastice, omogene şi izotrope. Se tratează doar câteva 
cazuri simple care pot constitui exemple de referință pentru problemele rezolvate 
cu ajutorul calculatorului numeric. Vibratiile plăcilor sunt tratate în partea a doua a 
lucrării. 


5.1 Vibratiile laterale ale barelor zvelte 


În continuare se vor adopta ipotezele uzuale din teoria încovoierii simple, 
denumită curent teoria Bernoulli-Euler a barelor: a) bara este iniţial dreaptă; b) 
grosimea barei este mică în comparaţie cu raza sa de curbură în secțiunea cu 
deplasare maximă; c) secţiunile transversale plane rămân plane în toate fazele unei 
vibrații; d) una dintre axele principale de inerție ale secţiunii este perpendiculară pe 
direcția mişcării; e) nu există forte axiale; f) deformatiile transversale datorite 
forfecării sunt neglijabile; g) masa barei este concentrată în axa neutră. Ultimele 
două ipoteze arată că se neglijează efectele forfecării şi inertiei la rotaţie. 


5.1.1 Ecuația diferenţială a mişcării 
Deplasarea laterală a barei este o funcţie de spaţiu şi de timp, v= v(x, t). 
Relația între momentul încovoietor şi curbură (4.65) devine 


2 
M(x,t)=EL, aa (5.1) 
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unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei si J, este 


momentul de inerție axial al secţiunii transversale, fata de axa principală de inerție 
cuprinsă în planul neutru. 


Din ecuațiile de echilibru ale unui element de bară infinitezimal (fig. 5.1), 
se obțin relaţiile între momentul incovoietor, forţa tăietoare şi sarcina distribuită 
exterioară. 


t t | } | } ea T(x,t) + Fe dx 
0 (x,t) g dx A D 
E 
OMG, 1) 
>| dx be x PEIEE ma, 1) + Dax 
W £ 
Fig. 5.1 
Forţa tăietoare este dată de 
3 
ren- en e, (5.2) 
Ox Ox 
Sarcina transversala pe unitatea de lungime este 
ôT atv 
x,t)=— = EI, —. 5.3 
plt) Ox ax* Par 


Aceasta constă din două componente, sarcina transversală exterioară 

aplicată barei q(x, t) şi sarcina transversală inertiala (masa pe unitatea de lungime 
é . oO < 

înmulțită cu acceleraţia) — pA nae . Inlocuind 


p(x,t)=q(x.t)- pA 
în ecuaţia (5.3) se obține ecuaţia diferențială a mişcării 


4 2 
EIL, —~+pA— -=q(x,t). (5.4) 
Ox 
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5.1.2 Moduri proprii de vibraţie 


În cazul vibratiilor libere q(x,t)= 0. Interesează condițiile în care v(x, t) 
defineşte o mişcare armonică sincronă 


v(x, t)=V(x) sin(ot+¢). (5.5) 


Înlocuind soluţia (5.5) în ecuaţia (5.4), rezultă pentru q =0 


4 
Tr ep PAS, (5.6) 
dx El, 


Ecuatia (5.6) este de ordinul patru deci soluţia generală (exceptând 
mişcările de corp rigid) are forma 


V (x)=B,sinax+B,cosax+B,;shax+B,chax (5.7) 


unde 
at =o pe ; (5.8) 
EI, 

Cele patru constante de integrare se determină din condiţiile la limită. Cele 
trei condiţii de rezemare clasice includ: a) capătul simplu rezemat sau articulat, 
pentru care deplasarea transversală şi momentul incovoietor sunt zero; b) capătul 
încastrat sau fixat, pentru care deplasarea transversală şi rotirea (panta liniei 
elastice) sunt zero; c) capătul liber, pentru care momentul încovoietor şi forța 
tăietoare sunt zero. Pentru o bară de secțiune constantă, aceste condiţii se exprimă 
în funcţie de V(x) după cum urmează: 


a) La un capăt simplu rezemat: 

V=0 şi 4V/dx2=0. (5.9) 
b) La un capăt încastrat: 

V=0 şi dV/dx=0. (5.10) 
c) La un capăt liber: 

dV /dx? =0 şi &V/dx? =0. (5.11) 


Impunand cate doua conditii la fiecare capat se obtine un sistem de patru 
ecuaţii omogene. Soluţia nebanală se obţine anulând determinantul coeficienţilor. 
Dezvoltarea determinantului conduce la o ecuaţie transcendentă in af ale cărei 


soluţii înlocuite în (5.8) conduc la expresia pulsatiilor proprii 


z, n=1, 2,3,... (5.12) 
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şi înlocuite în (5.7) conduc la funcţiile care definesc formele proprii de vibraţie. 


Deoarece ecuaţia (5.6) este omogenă, fiecare funcţie modală V, (x) poate 
descrie doar deplasări relative ale diferitelor secțiuni ale barei, şi nu deplasări 
absolute. La fel ca la sistemele discrete, procesul de atribuire a unor valori absolute 
funcţiei V,(x) se numeşte normalizare, şi constă din înmulțirea cu o anumită 
constantă. Alegerea acestei constante este arbitrară. Astfel, se poate atribui o 
valoare egală cu 1 deplasării dintr-o anumită secțiune. Pentru reprezentarea grafică 
a formei mai multor moduri proprii, se dă o valoare egală cu 1 deplasării relative 
maxime din fiecare mod de vibraţie. O altă metodă constă din normalizarea 
formelor modale astfel încât să aibă o masă modală egală cu 1. 


In continuare, se vor determina pulsatiile proprii şi formele proprii de 
vibrație pentru câteva cazuri particulare de rezemare. 


{ SSS eee A 
050 
Se 
0,333 0,667 


3 Oa 
025 050075 
4 PD = eN 
Fig. 52 


5.1.2.1 Ambele capete simplu rezemate 


La o bară simplu rezemată la capete (fig. 5.2), condițiile la limită sunt 
V=0 şi 42V/dx?=0 la x=0 şi la x=2. Înlocuind condiţiile la x=0 în 
expresia (5.7) rezultă 


0=B, +B, şi 0=-B,+By. 
Astfel B, =B,=0. 
Aplicând condiţiile la x = £, rezultă 
0=B,sinal+B,shal şi 0=-B, sinal+B,shae. 
Singura soluţie nebanală este B} =0 şi sina/=0, deci 
al=nr, n=], 2,3,... (5.13) 


Primele patru radacini ale ecuatiei (5.13) sunt 


Gt =3,142; 6,283; 9,425; 12,566. n=1,2,3,4. 
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Pentru o bară cu secțiune constantă, simplu rezemată la capete, pulsatiile 
proprii sunt 


4 
of =(") Elin yt Be: (5.14) 
L) pa 


iar formele proprii sunt date de 


V, (x)= C sin a F 


unde C este o constantă arbitrară. 


Formele primelor patru moduri de vibrație, pentru n =1, 2, 3, 4, şi pozițiile 
punctelor nodale corespunzătoare sunt prezentate în fig. 5.2. 


{ 7, 

T 
2 0783 
3 


0,504 0,868 


0,358 0644 0,906 


q4 rae 


Fig. 5.3 


5.1.2.2 Bara in consola 


Alegând originea axei x in încastrare, şi aplicând condițiile la limita (5.10) 
şi (5.11), rezultă: 


La x=0, V =0, 0O=B,+B,. 
La x=0, dV /dx=0. 0=B,+B;3. 
La x=, dV dx? =0. 
0=-B, sinal—B, cosal+B;shal+B, chal. 
La x=@, BV /dx? =0. 
0=-B, cosal+B, sinal+B,chal+B,shal. 


Cele patru ecuaţii liniare omogene de mai sus au o soluţie nebanala dacă se 
anulează determinantul coeficienţilor 
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0 1 0 1 

1 0 1 0 |_ 
-singl —cosal shal cha/| 
-cosa! sina! chal shal 


de unde rezultă ecuația pulsatiilor proprii 
cosal-chal=-l. (5.15) 
Primele cinci solutii ale ecuatiei (5.15) sunt 
al =1,875; 4,694; 7,855; 10,996; 14137. n=1,2,3,4,5. (5.16) 
Pentru n > 5 valorile soluţiilor pot fi aproximate prin 


2n-1 
al = = 


7. (5.16, a) 


Înlocuind By,=-B, şi B,;=—B, în ultimele două condiţii la limita, 
rezultă 
B, (sina/+sha/)+ B, (cosa/ + cha/)=0, 
B (cosa/+cha/)-B, (sin a/-sha/)=0. 
Egaland cu zero determinantul coeficienţilor ecuaţiilor de mai sus se obține 
ecuaţia pulsatiilor proprii (5.15). Exprimând B4, B, şi B, în funcţie de B,=C, 


se obține funcţia care descrie forma modului de ordinul n 


V, 


 (x)=C[chax-cosax—k, (shax-—sinax )] (5.17) 
unde 


_ chal + cosa/ n=], 2,3,... (5.18) 


" shal+sinal’ 


Formele primelor patru moduri proprii de vibraţie şi poziţiile punctelor 
nodale respective sunt prezentate în fig. 5.3. 


5.1.2.3 Bara liberă la capete 
La o bară liberă la capete (fig. 5.4), condiţiile la limită sunt 
v"(0)=0, 7” (0)=0, V"(0)=0, Vv" (€)=0. (5.19) 


Cu metoda utilizată în exemplele precedente şi aplicând condițiile la limita 
(5.19) se obţine ecuaţia pulsatiilor proprii 
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cosafl-chal=+1. (5.20) 
Primele patru radacini ale ecuatiei (5.20) sunt 
at = 4,730; 7,853; 10,996; 14137. n=1,2,3,4 (5.21,a) 
Pentru n > 4 valorile soluţiilor pot fi aproximate prin 


2n-—l 
= mT 


4 5.21, b 
a, 3 ( ) 
{ 
0,224 0,776 
2 
0132 0,50 0,868 
3 
4 0,094 0356 0644 0,906 
5 0,0734 0,277 050 0723 0,927 
ao aia i 
Fig. 5.4 
Formele proprii sunt date de 
V, (x)=C[shax+sinax—k, (chax+ cosax )| (5.22) 


unde 


tai LA n=l, 2,3... 


n 


~ chal—cosal’ 


Formele primelor patru moduri proprii de vibratie si pozitiile punctelor 
nodale respective sunt prezentate in fig. 5.4. 


Ecuatia (5.6) admite alte două soluţii care satisfac condițiile la limita 
(5.19), anume 


V(x)= Bs = const., V(x)= Bx+B3. 


Acestea definesc modurile de vibrație “de corp rigid”. Prima corespunde 
translatiei verticale, a doua — rotației în plan vertical, ambele având pulsatia proprie 
nulă. 


5.1.2.4 Bara încastrată la capete 
La o bară încastrată la ambele capete (fig. 5.5), condițiile la limită sunt 


V(0)=0, v'(0)=0, V(¢)=0, V'(e)=0. 
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Ecuația pulsațiilor proprii este (5.19) iar pulsatile proprii sunt date de 


a,,¢ = 4,730; 7,853; 10,996; 14,137 , pentru n=1, 2,3,4, şi a,t= eae! a pentru 
n>4. 
| d 
2 4 0,50 >= % 
3 0,359 541 
ta 
4 ; 0,278 050 0,722 
Fig. 5.5 
Formele modurilor proprii sunt date de 
V, (x)=C[chax-cosax—k, (shax—sinax )] (5.23) 
unde 
je, EOE n=1,2,3,... (5.24) 


" shal—sinal’ 


Formele primelor patru moduri proprii de vibraţie şi poziţiile punctelor 
nodale corespunzătoare sunt prezentate în fig. 5.5. 


0,558 
0,386 0,692 
0,294 0,529 0765 


SS 


Fig. 5.6 


5.1.2.5 Un capăt încastrat şi un capăt liber 


Când bara este încastrată la un capăt şi liberă la celălalt (fig. 5.6), condiţiile 
la limită sunt 


v(0)=0, V'(0)=0, V(¢)=0, v”(7)=0. 


Ecuatia pulsatiilor proprii este 
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tha/=tgaf/. (5.25) 
Primele patru rădăcini ale ecuaţiei (5.25) sunt 
a,,¢ = 3,927; 7,069; 10,210, 13,352. n=1, 2,3,4. 


Pentru n > 4 valorile soluţiilor pot fi aproximate prin 


DR ni pa (5.26) 
4 
Formele modurilor proprii sunt date de 
V, (x)=C|chax-cosax-k, (shax-sinax )] (5.27) 


unde 


pa ALU TE n=1,2,3,... (5.28) 
shal—sinal 


Formele primelor patru moduri proprii de vibratie si pozitiile punctelor 
nodale corespunzatoare sunt prezentate in fig. 5.6. 


5.1.3 Ortogonalitatea funcţiilor proprii 


Ca la toate sistemele vibratoare neamortizate, funcțiile proprii ale barelor 
cu masă şi elasticitate distribuite sunt ortogonale. În cazul general al barelor cu 
secțiune variabilă, acestea sunt ortogonale în raport cu o funcție de ponderare 
m(x), unde m(x)= A(x) este masa pe unitatea de lungime. Modulul de rigiditate 


la incovoiere se notează E/J(x). 


Considerând modurile de indice r şi s, se poate scrie 
(ELV!)'-@? mV, =0, (5.29) 
(IV-a mV, =0. (5.30) 


Inmultind ecuaţiile (5.29) şi (5.30) cu V, şi respectiv V, , şi integrand de la 
Ola / rezultă 


open 


l 
(EV), dx = œ? | VVsmdx, (5.31) 
0 


SO — > 


[4 
(EIV{)"V, dx =a; | V,V,mdx. (5.32) 
0 
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Scăzând ecuaţia (5.32) din (5.31) rezultă 
2 l 
lo? -2)] V; V„mdx = Í [(E1 KIT, -(£I yyy V,] dx. (5.33) 
0 0 


Integrând prin parti membrul drept al ecuației (5.33) se obţine 


4 
(0? - 02) f ¥,V.max={[V,(EIVI)-V, (ere) Er (viv! -vivt) ý. 5:34) 
0 


Membrul drept al ecuatiei (5.34) se anuleaza daca, la capetele barei, se 
aplică cel putin una dintre următoarele perechi de condiţii la limita: 


V=0, v'=0, 
V=0, £EIV"=0, 
(5.35) 
v'=0, = (EIV")=0, 
EIV"=0,  (EIV")'=0. 


Presupunand ca una dintre perechile de conditii la limita de mai sus se 
aplica la fiecare din capete barei, ecuatia (5.34) se reduce la 


[ 
| mE), E), (x)dx=0, res. (5.36) 
0 


Ecuațiile de tipul (5.36) se numesc relații de ortogonalitate între funcţiile 
proprii ale barei. Se spune că funcţiile V, (x) şi V; (x) sunt ortogonale (intre ele) in 


raport cu funcţia de ponderare m(x). 


La o bară de secțiune constantă, relaţia (5.36) devine 


] V,(x) V,(x)dx =0, rs. (5.36, a) 


De asemenea, la o bară cu o combinaţie oarecare între condiţiile la limita 
de mai sus (simplu rezemată, încastrată sau liberă) 


Relațiile (5.36) pot fi utilizate la determinarea răspunsului liber cu condiții 
inițiale date. 
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5.1.4 Grinzi continue 


La calculul pulsatiilor proprii ale barelor pe mai multe reazeme, tronsonul 
dintre două reazeme este considerat ca o bară separată, cu originea în reazemul din 
stânga. Ecuația (5.7) se aplică fiecărui tronson. 


La capetele barei, sunt aplicabile condiţiile la limită corespunzătoare 
tipului de rezemare. Pe fiecare reazem intermediar săgeata este nulă. Deoarece bara 
este continuă, pantele şi momentele încovoietoare la stânga şi la dreapta reazemelor 
intermediare sunt egale. Saltul forţei tăietoare este egal cu reacţiunea din reazem. 


În Tabelul 5.1 se dau valorile lui œ„ din relaţia (5.12) pentru calculul 


primelor cinci pulsatii proprii ale grinzilor continue de secţiune constantă şi cu 
deschideri egale. 


Tabelul 5.1 
Configurația barei ude z re : : 
deschideri 
Radacinile ecuatie caracteristice 

1 3,142 | 6,283 | 9,425 | 12,566 | 15,708 

2 3,142 | 3,927 | 6,283 | 7,069 | 9,425 

3 3,142 | 3,550 | 4,304 | 6,283 6,692 

4 3,142 | 3,393 | 3,927 | 4,461 6,283 

== 5 3,142 | 3,299 | 3,707 | 4,147 | 4,555 

g Ee A A 6 3,142 | 3,267 | 3,550 | 3,927 | 4,304 
7 3,142 | 3,236 | 3,456 | 3,770 | 4,084 

8 3,142 | 3,205 | 3,393 | 3,644 | 3,927 

9 3,142 | 3,205 | 3,330 | 3,550 | 3,801 

10 3,142 | 3,205 | 3,299 | 3,487 | 3,707 

11 3,142 | 3,173 | 3,267 | 3,424 | 3,613 

12 3,142 | 3,173 | 3,267 | 3,393 3,550 


Pulsaţiile proprii ale grinzilor continue cu deschideri egale formează 
grupuri cu valori apropiate între ele, numărul pulsatiilor dintr-un grup fiind egal cu 
numărul deschiderilor barei. Aceasta este o proprietate a aşa-numitelor “sisteme 
periodice”. În fig. 5.7 se prezintă formele modurilor proprii de vibrație pentru 
primul grup de pulsatii proprii plus prima pulsatie proprie din grupul următor la 
grinzi continue cu două, trei, patru şi respectiv cinci deschideri egale. 
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g (aL) = 9,87 
(a0)2=15,42 
(a0)3= 39,48 
£ (a0),=987 


(a0)3=12,67 


0,8464 0,1544 
0,52 


PSL SLI (a0)7=39,48 


s SR > (ab)? =9,87 


£ 


be e 


Sa SS (Q40)2=11,52 
eee (01542 


0,793 £ 0,207£ 
CP SP = (ax0)p=19,91 
0,54 


DOO Oe (ar0)2=39,48 


Ss ` ye- 9,87 


£ 0,58 


(@£)3=10,95 
0,1974 0,803 £ 


(@0);=13,69 
0,899£ 0.54 0,1012 


Sn ARATNI TST 


0,769£ 0,2314 


(a0); =20,7 
0,58 


ORS a Oe (ae);= 39,48 


Fig. 5.7 
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Exemplul 5.1 


Să se stabilească ecuaţia pulsatiilor proprii la o bară cu două deschideri 
inegale, simplu rezemată la capete. 


Rezolvare. Pentru primul tronson, de lungime /,, soluţia (5.7)se scrie 
Vi (x, )= A, sinax,+B,cosax,;+C,shax,+D, chax; 
iar pentru al doilea tronson, de lungime /, , are forma 
V> (x )= Ay sin ax» + B, cosæx, +C, shax, +D, chax. 
Pe baza condițiilor la limită şi de continuitate 
V0)=V'0)=0, HE)="%0)=0, vi(e)=v:(0), 


VO )=V2 (0), Vallr)=V2 (02)=0 


se stabilesc următoarele cinci relaţii între constantele de integrare 


A, sinal,+C, shal, =0, 

A, cosal,+C, chal,;—-A,—-C, =), 
—A,sinal,;+C,shaé,—-2D, =0, 

A, sinal, +C, shal, +D, (chal, —cosal,)=0, 
- A, sinal, +C, chal, +D, (chal, +cosal,)=0. 


Sistemul de ecuații de mai sus are soluții nebanale dacă determinantul 
coeficienţilor necunoscutelor A,;, Ci, 4», Ca şi D, este egal cu zero. Din 


această condiție se obține ecuația pulsatiilor proprii 


sh yal- sh(1- p)a/-sin a/ -sin yal -sin(l- p)a/-sha/=0, 


în care s-a notat w=,/0 şi 0=0, +23. 


5.1.5 Condiţii la limită naturale 


Efectul forţelor şi momentelor concentrate, al reazemelor elastice şi al 
maselor concentrate poate fi introdus prin condițiile la limită naturale bazate pe 
ecuațiile (5.1) şi (5.2), care definesc momentul încovoietor şi forța tăietoare în 
secțiunea respectivă. După caz, acestea sunt utilizate împreună cu condițiile la 
limită geometrice, care definesc deplasarea laterală (săgeata) şi panta liniei elastice 
(rotirea secțiunii). 
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5.1.5.1 Forte şi momente concentrate 


Condiţiile la limită naturale se stabilesc cel mai uşor pe baza condițiilor de 
continuitate care definesc saltul momentului incovoietor şi al forței tăietoare în 
secțiunile unde sunt aplicate un moment concentrat sau o forță concentrată. 


M 


Fig. 5.8 


Din fig. 5.8, a rezultă relaţia între momentele încovoietoare la dreapta M 4 


şi la stânga M, secțiunii în care se aplică momentul M 
M,=M,-M. (5.37) 
Din fig. 5.8, b rezultă relaţia între forțele tăietoare la dreapta T, şi la 
stânga T, secţiunii in care se aplică forța F 
T, =T,+F. (5.38) 


Daca relatiile (5.37) si (5.38) se aplica la capatul din stanga al unei bare, 
atunci M, =0 şi T, =0, iar dacă se aplică la capătul din dreapta, atunci Mg =0 


Fi cos æt M,cos öt 
3 A 
£/2 £/2 
a 


Fig. 5.9 


Astfel, la bara din fig. 5.9, a, la capătul din dreapta M=0 şi 
F = —Focosot , deci condiţiile la limita se scriu 
EIv"(¢)=M(é)=0, 
5.39 
Elv"(¢)=T(¢)=-F =Fycosat,  v”(e)= = coset One 


La bara din fig. 5.9, b, la mijlocul barei, condiţiile la limita sunt 
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5.1.5.2 Reazeme elastice 


În reazemele elastice liniare, reactiunile sunt proporţionale cu deplasările 
corespunzătoare. La un arc de translație de rigiditate k, forţa este proporţională cu 
săgeata, F =—kv. La un arc de rotaţie de rigiditate K, momentul este proportional 


cu rotirea, M =-Kv'. 
Condiţiile de continuitate (5.37) şi (5.38) se scriu 
Elvg = Eloy —kv, (5.41) 
EIv} = Elv; +Kv'. (5.42) 


Acestea se particularizează la capetele barei prin anularea termenului 
respectiv. Pentru capătul din stânga condițiile la limită sunt date în fig. 5.10, a iar 
pentru capătul din dreapta — în fig. 5.10, b. 


EI EI 
k : EIv"(0)=-kv(0) : k EIv"(¢)=kv(¢) 
oe EIv"(0)= Kv'(0) = KK EIv"()=-Ko'(0) 
a b 


Fig. 5.10 


5.1.5.3 Mase concentrate 


Pentru o greutate ataşată barei, de masă m şi moment de inerție masic J, 
condiţiile de continuitate (5.37) şi (5.38) se scriu 


Elo = Elvy—mo, (5.43) 
Elv} =Elv+Jd. (5.44) 


Exprimand acceleratiile în funcţie de deplasări, rezultă 
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EIv" = Elv"+mo’v, (5.43,a) 
EIv = EIv" -Jo v. (5.44,a) 


Înlocuind w” din relația (5.8), se obţine 


m 
——v =—~0_, + (a l)——_ v, 5.43,b 
FE d a? s ( por, ( ) 
1 1 3 J 1 

vy = ——v" -(al On, (5.44,b 
a? d a? s ( ) pat PR ) 


Relatiile de continuitate se particularizeaza la capetele barei prin anularea 
termenului respectiv. Pentru capătul din stânga condiţiile la limită sunt date in fig. 
5.11, a iar pentru capătul din dreapta — în fig. 5.11, b. 


noi EIv”(0)= —mă(0) #0 4s EIv"()= mi(¢) 


Exemplul 5.2 


O bară prismatică cu lungimea / şi modulul de rigiditate la incovoiere EJ 
este articulată la un capăt şi simplu rezemata pe un arc de rigiditate k — la celălalt 
capăt (fig. 5.12). Să se determine ecuația pulsatiilor proprii ale vibratiilor 

3 
transversale ale barei şi primele două pulsatii proprii pentru cazul când arial 1. 


Rezolvare. Se utilizează soluţia ecuaţiei de mişcare (5.7). La x=0, 
săgeata şi momentul încovoietor sunt nule, v(0)=0 şi v"(0)=0. Rezulta 


La x=, momentul încovoietor este zero iar forța tăietoare este forța din 


arc, proporțională cu săgeata, V"(¢)=0 si (= Er). Rezultă un sistem 
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algebric omogen cu necunoscutele B, şi B}. Anulând determinantul coeficienţilor 
se obține ecuaţia pulsatiilor proprii 
sinal chal — cosa/sha/ ( mp ke 


: al) =—. (5.45) 
2sinalshal EI 


3 
Pentru E =1, rezultă (at), =1,310 şi (lat), =3,943 , deci primele două 


1716 JEI 15,547 JEI 
O = 7 SA 5 0. = 7 A $ 
e Vp e Vp 


pulsatii proprii sunt 


ELE S 
k 2a k 
Fig. 5.12 Fig. 5.13 


Exemplul 5.3 


Să se determine ecuația pulsațiilor proprii ale vibratiilor transversale ale 
unei bare cu lungimea 2a şi modulul de rigiditate la încovoiere EJ, rezemata la 
capete pe arcuri de rigiditate k (fig. 5.13). 

Rezolvare. Se utilizează soluţia ecuaţiei de mişcare (5.7). Cu originea 


axelor de coordonate la mijlocul barei, condițiile la limită se aplică pentru 
jumătatea din dreapta a barei. 


Pentru modurile simetrice de vibraţie, la x = 0, panta şi forța tăietoare sunt 
nule, V'(0)=0 şi V"(0)=0. Rezultă B, = B; =0. 
La x=a, momentul incovoietor este zero iar forța tăietoare este forţa din 


arc, proporțională cu săgeata, V"(a)=0 si V"(a) (a). Rezultă 


-—_y 
EI 


— B, cosæa + B,chaa=0, 


a’ (B, singa + B, shaa )= = (8; cosaa + B, chaa ) . 


Anulând determinantul coeficienţilor lui B, şi B, se obţine ecuația 
pulsatiilor proprii ale modurilor simetrice de vibrație 


278 VIBRAŢII MECANICE 


sinaachaa + cosaashaa lá i _ ka? 


—. (5.46) 
2cosaachaa EI 


Aceasta corespunde barei încastrate in capătul din stânga si rezemate 


elastic în capătul din dreapta. 


Pentru k = 0, din (5.46) rezultă ecuaţia pulsatiilor proprii pentru modurile 
simetrice ale barei libere la capete 


tgaa+thaa=0. 
Pentru k— œ, din (5.46) se obţine ecuaţia pulsatiilor proprii pentru 
modurile simetrice ale barei simplu rezemate la capete 
cosaa=0. 
Pentru modurile antisimetrice de vibraţie, la x= 0, săgeata şi momentul 


încovoietor sunt nule, V(0)=0 şi V"(0)=0, ca la problema precedentă. Deci 
ecuația pulsatiilor proprii pentru modurile antisimetrice se obţine din (5.45) 
înlocuind /=a. 

Pentru k =0, rezultă tgoa-thaa=0, iar pentru k— œ, se obţine 
sin aa =0. 


Exemplul 5.4 

O bară în consolă, cu lungimea /, modulul de rigiditate la incovoiere ÆI 
şi masa pe unitatea de lungime p4 , are ataşată în capătul liber o greutate de masa 
m şi moment de inerție masic J (fig. 5.14). Să se determine ecuaţia pulsatiilor 
proprii ale vibratiilor transversale ale barei. 

Rezolvare. Se utilizează soluţia ecuaţiei de mişcare (5.7). În încastrare, la 
x = 0, săgeata şi rotirea sunt nule, V(0)=0 si V'(0)= 0. Rezultă B, =-—B, şi 
B; = —B, . 


La x= £, condiţiile la limita se scriu 


1 m 
1r" =-u (etlo, 

1 n 3 l Lă 
— V"(e)=2 lary —v'0), 
a a 

unde s-a notat 
m J 

Le 


5. SISTEME CONTINUE 279 


Rezultă un sistem algebric omogen cu variabilele B, şi B,. Anuland 
determinantul coeficienţilor se obţine ecuaţia pulsatiilor proprii 


4 
1-wB(aty + HB lat)” — (arhi - thæl)- Bat) (tgal —thal)=0. 


Prin particularizare, înlocuind f =0, se obţine ecuaţia pentru bara cu o 
masă concentrată, cu moment de inerție neglijabil 


1+ cosa/cha/ 1 
sinal chal —cosa/sha/! al E 


(5.47) 


Pentru f =0 şi u=0 rezultă ecuația pulsatiilor proprii ale barei fără masă 
în capăt (5.15). 


m, J 
EI l 
£ 
Fig. 5.14 
Exemplul 5.5 


O bară cu lungimea £, modulul de rigiditate la încovoiere EI şi masa pe 
unitatea de lungime pA , este rezemată la capete pe arcuri torsionale de rigiditate K 


şi are ataşată la mijloc o greutate de masă m şi moment de inerție masic J (fig. 
5.15). Să se determine ecuațiile pulsațiilor proprii ale vibrațiilor transversale 
simetrice şi antisimetrice ale barei. 


Rezolvare. Ecuația pulsaţiilor proprii ale modurilor simetrice de vibraţie 
este 


a Lag e2) SAE 1 sie 2 + 2 a ge S12. 
pAt 2 2 2 2EI | pA! 2 2 al 2 2 
Ecuația pulsatiilor proprii ale modurilor antisimetrice de vibrație este 
3 
sin a sh ae 2+ ac eta AD d A baie E — Td + 
2 2 2) pat 2EI\ al 2 2 


2 
eae ae Oe ci hea =0. 
2EI pAe?\ 2 2 
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5.1.6 Răspunsul la excitație armonică 


La o bară solicitată de o forță sau un cuplu cu variaţie armonică în timp, 
răspunsul dinamic poate fi calculat utilizând soluţia pentru bara fără sarcină 
exterioară distribuită, introducând excitatia printr-o condiţie la limita. 


Pentru exemplificare se consideră o bară liberă la capete. 


Fig. 5.16 


Incarcare simetrică 


Se consideră o bară liberă la capete, acționată de o forță armonică 
Fo sin ot aplicată la mijlocul barei (fig. 5.16). 


În regim staționar, soluţia se alege de forma 
v(x, t)=Y(x) cos at, (5.48) 
în care a este pulsatia excitatoare. Din relaţia (5.4) rezultă 


Y(x)=C,sinax+C,cosaxt+C,shax+C,chax (5.49) 


unde 
a’ age, (5.50) 
EI. 
Pentru jumătatea din stânga a barei, condiţiile la limită sunt 
Y"(0)=0, Y” (0)=0, Y'(¢/2)=0, EIY" (¢/2)=Fy/2. (5.51) 


Amplitudinea vibratiilor forţate într-o secţiune 0 < x < //2 este 
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ae. ae 
( ) Fo n osme 
Y(x)= | sin ax +shax)-— 
3 
SELON ch sa sin = + cos as sh = 
al al O22) 
rG aa 
——__4+___+«_____(cosax+chax | 
ch a sin a +co Gh sh 2 
2 
Săgeata dinamică la mijlocul barei este 
0 F 8 2 3 EARR 
yaje 2 2 ' (5.53) 
2 16EJ/ \ al cp 2 . al ae. ae 


sin — + cos— sh 
2 2 


Anulând numitorul expresiei (5.53) se obţin pulsatiile de rezonanţă. 
Rezultă ecuația 


th——+tg—=0. 5.54 
Zita rg (5.54) 


a,0/2=2,365; 5,498; 8,639. n=], 2,3. 


Valorile 
(at), =4,730; (a7),, =10,996; (a7),, =17,278; (5.55) 


sunt rădăcinile ecuației (5.20) corespunzătoare modurilor simetrice de vibrație. 


Anulând numărătorul expresiei (5.53) se obțin pulsatiile de antirezonanta. 
Rezultă ecuația 


Pe eh 20 (5.56) 
2 2 


ale cărei prime trei rădăcini sunt 


a, 0/2 =1875; 4,694; 7,855; n=1,2,3, 
sau 
(at)=3,750; (at) )=9388; (at) 215,710. 
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Driving point receptance 


(ae)! 


(ae) (as) (ae 


at 
Fig. 5.17 
Curba receptantei directe (în punctul de excitare) a barei libere la capete 


din fig. 5.16 este prezentată în fig. 5.17 în care s-a utilizat o scară verticală 
logaritmică. 


Incarcare antisimetrica 


Se consideră o bara de secțiune constantă, liberă la capete, acționată de un 
cuplu armonic M g cosor aplicat la mijlocul barei (fig. 5.18). 


Fig. 5.18 


Deplasarea laterală are expresia (5.49). Pentru jumătate de bară, condițiile 
la limită sunt 


Y'(0)=0, 7” (0)=0, Y'(¢/2)=0, EIY" (¢/2)=-My/2. (5.57) 


Amplitudinea vibratiilor forțate într-o secţiune 0 < x < ¢/2 este 
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ae 
( Mo uae a IA ) 
Y(x)= | sin &x +shax)-— 
2 
4Ela ae ne À al h £ 
2 2 2 2 (5.58) 
al al 
E a 
-——2 —2__(cosax+chax) 
ch — sin c h 


os——s 
2 2 2 2 


Anuland numitorul expresiei (5.58) se obtine ecuatia pulsatiilor 


htigo. (5.59) 
Primele trei rădăcini ale ecuației (5.59) sunt 
a,0/2=2,365; 5,498; 8,639. n=], 2,3. 
Valorile 


(a), =3,927; (a7),, =7,069; (a7),, =10,21; (5.60) 


sunt rădăcinile ecuației (5.20) corespunzătoare modurilor antisimetrice de vibraţie. 
Dacă bara este acționată de o forță armonică Fọcosæt aplicată într-o 


secțiune oarecare, sarcinile echivalente aplicate la mijlocul barei sunt o forță şi un 
cuplu, deci răspunsul forțat se poate obține prin însumarea soluțiilor (5.52) şi 
(5.58). Pulsaţiile de rezonanță au expresia (5.12) 


=(a, 0)? | n=l, 2,3... 


unde a@,,¢ este dat de (5.52) şi (5.57). Se observa ca 
Qis =A, Qla 502, Ags =A3, Ang =Ag, Az, 55, Azq ge... 
Aceasta se explica scriind ecuatia (5.20) sub forma 


zgi pene 


1-tg~ — 
S ae Diag 
[A al 
ie shi 


care se mai scrie 


te EC pa te BF ţi E =0. (5.20,a) 


284 VIBRAŢII MECANICE 


Anulând fiecare factor se obţin ecuaţiile pulsatiilor proprii (5.54) şi (5.59). 


Exemplul 5.6 


O bară prismatică cu lungimea 2a şi modulul de rigiditate la încovoiere 
EI este rezemata la capete pe arcuri de rigiditate k (fig. 5.19) şi solicitată la 
mijlocul deschiderii de o forță armonică transversală F = Fy cost. Se cere să se 


calculeze expresia amplitudinii vibratiilor barei în punctul de aplicație al forței. 


A] 


Fo cos ot 


Fig. 5.19 


Rezolvare. Deoarece forța F excita doar modurile simetrice de vibraţie, 
se poate considera doar jumătatea din dreapta a barei, alegând originea axelor de 
coordonate în mijlocul acesteia. 


În regim staționar, soluţia ecuaţiei de mişcare este de forma (5.45) în care 
deplasarea transversală Y(x) este dată de (5.46). Condiţiile la limită sunt 


Y'(0)=0, EIY" (0)=-Fo/2, Y" (a)=0, EIY" (a)=kY(a). 
Săgeata dinamică la mijlocul barei este 


3 i 
(0) Foa 1 I+cosaachaa+(sinaachaa —cosaashaa) 


0)= 
3 
4E1I (aa) (inaa chaa —cosaashaa)- x cosaa chaa 


„ (5.61) 


unde s-a notat 


ko 
OREI 


Prin anularea numitorului expresiei (5.61) se obţine ecuația pulsatiilor 
proprii pentru modurile simetrice de vibrație (5.46). 


Pentru x = 0 se obține expresia (5.53) stabilită pentru bara liberă la capete. 
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5.2 Vibraţiile longitudinale ale barelor 


Se consideră o bară cu secţiunea transversală constantă A şi densitatea p, 
în care apar deplasări longitudinale u = u(x, t) datorită forțelor axiale. În fig. 5.20 


se prezinta fortele care actioneaza asupra unui element infinitezimal de lungime dx 
detasat din bara. 


Ou 
dx+ 5 dx 


Fig. 5.20 


Ecuația de mişcare în direcţia x este 


2 
wee as -N-(pddx)2* =0, 
x ot 
ON O7u 
—— = pA—., 5.62 
Za Alizee (5.62) 


unde u este deplasarea în secțiunea x. 


În secţiunea x+dx deplasarea este u + (Gu Jox)dx. Alungirea specifică 
axială este £, =0u/Ox, tensiunea normală axială o, = E 0u/0x, unde E este 
modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei. Alungirea specifică poate 
fi exprimată în funcție de forţa axială N sub forma 

eee i (5.63) 
Ox EA 


Combinând ecuațiile (5.62) şi (5.63) rezultă ecuaţia diferențială a 
vibratiilor longitudinale libere 


e CU 
Da. (5.64) 
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Constanta c=./E/p este viteza de propagare a undelor longitudinale în 
lungul barei. 


Interesează în ce condiţii poate avea loc o mişcare armonică sincronă 
definită printr-o soluţie de forma 


u(x,t)=U(x) sin(ot+¢). (5.65) 
Înlocuind soluţia (5.65) in ecuaţia (5.64) rezultă 
2 
dU, gu =0 (5.66) 
dx 
în care 
pf. (5.67) 


E 


Soluția generală a ecuaţiei (5.66) este 
U(x)=C,sinBx+C,cosBx. (5.68) 


Cele două constante de integrare C} şi C, se determina din condiţiile la 
limită. La un capăt fix, deplasarea este zero, u = 0. La un capăt liber, tensiunile şi 
deci alungirile specifice sunt nule, 0u/0x=0. Efectul unei mase sau al unui arc 
ataşate la capătul barei poate fi de asemenea introdus prin condiții la limită. 

Bara liberă la capete 

La o bară liberă la ambele capete, 8u/0x=0 la x=0 şi x=/. Rezultă 
C,=0 şi, deoarece C, trebuie să fie diferit de zero pentru a exista vibrații, 
ecuaţia pulsatiilor proprii (ecuaţia caracteristică) este 

singl =0. (5.69) 

Soluția ecuaţiei (5.69) constă dintr-un număr infinit de valori proprii 


B,f=nn. n=1,2,3,... 


Pulsatile proprii rezultă din (5.67) 
@,=n— _|—, n=1,2,3,... (5.70) 


iar formele modale sunt definite de functiile proprii 


U, (5)= Ccosnz 7, 
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unde C este o amplitudine nedeterminată. 


Răspunsul dinamic al unei bare cu masă şi elasticitate distribuite poate fi 
exprimat printr-o suprapunere de mişcări în modurile proprii de vibraţie ale barei. 
Acestea sunt mişcări armonice sincrone, la pulsatia proprie respectivă, în care toate 
punctele vibrează în fază (sau în opoziţie), distribuţia spaţială a amplitudinilor fiind 
definită de funcţia proprie. În aplicaţii practice, seria infinită este trunchiată la 
modurile ale căror pulsatii proprii sunt cuprinse în domeniul de pulsatii de lucru ale 
barei. 


Matricea de rigiditate dinamică 


Este util să se compare matricea de rigiditate dinamică exactă pentru un 
segment de bară în vibrații axiale (element articulat la capete) cu matricile obținute 
pe baza funcţiilor de formă statice, (4.32) şi (4.38). 


Notând u,,u», deplasările nodale dinamice si fi, f,, forţele nodale 


dinamice (pozitive în sensul pozitiv al axei x), ca în $4.2.1, condiţiile la capete sunt 


AL U'(7)= Ix 


U0)=41, UM=42, U'O)=-—, Sa (5.71) 


Utilizand solutia (5.68) rezulta 


qı 0 l Cı fi -1 0 Ci 
=|. ; = EAB . ; 
q2 sin f/ cos ß£||C2 fa cos Bl —sinf/||C> 
si, pentru sinfl +0, 
fi _ EAB cotgBl —cosecBl| | 4, 
fa —cosecf/  cotgf!/ q2 
astfel încât matricea de rigiditate dinamică este 


(5.72) 


cotgBl  —cosecf!/ 
—cosecf/! cotg Pl 


ei, 240] 


Din dezvoltarea în serie Taylor, limitată la trei termeni, a coeficienţilor 
matricii dinamice (5.72), se obţine 


EA  ,pAl apa) 
EAB cotg BL = (0) (0) 
D e 3 45EA 


...9 
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3 2 
— EAP cosec p£ = EA pat pIa 
£ 6 360E A 


În ambele dezvoltări, se observă că primul termen este egal cu elementul 
corespunzător din matricea de rigiditate (4.32) iar termenul al doilea este egal cu 
elementul respectiv din matricea de masă coerentă (4.38) înmulțit cu & o? ), 


ambele calculate utilizand functiile de forma statice (4.24). 
Daca matricea de rigiditate dependenta de pulsatie este 


j irotan £ E A 


zg] 45EA|7/8 1 


iar matricea de masă coerentă dependentă de pulsatie este 


eee: Jeera 20| 7 


1 3 45EA|7/8 1 


se constată că al treilea termen din seriile de mai sus provine din elementele 
dependente de frecvenţă ale matricilor de masă şi de rigiditate. 


5.3 Vibratiile torsionale ale barelor 


Ecuația de mişcare a unei bare în vibrații torsionale este similară cu cea 
pentru vibraţiile longitudinale stabilită în paragraful precedent şi are forma 


2 2 
sa E (5.73) 
Ox” G ôt 
unde 0 este unghiul de răsucire în secțiunea x şi G este modulul de elasticitate 
transversal al materialului barei. 


Pentru calculul modurilor proprii de vibrație se caută soluții armonice de 


forma 
0 (x,t)=@(x) sin(or+¢). (5.74) 
Înlocuind în ecuaţia (5.73), se obţine 
2 
de, 2020 (5.75) 
dx 
unde 


2 2 P 
=O —. 5.76 
4 E (5.76) 
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Solutia generala a ecuatiei (5.75) este 
O(x)=C,sinyx+C, COS YX. (5.77) 


Constantele de integrare C} şi C, se determină din condiţiile la limită. La 


un capăt fix unghiul de răsucire este zero, 0=0. La un capăt liber, 00/dx =0 
(căci unghiul de răsucire produs de un moment de torsiune M este 
d0 = Mdx/GI, ). Efectul momentelor concentrate, al arcurilor de torsiune şi al 


discurilor ataşate de bară poate fi de asemenea introdus prin condiţii la limită 
naturale. 


Bară fixă la un capăt şi liberă la celălalt capăt 


La x=0, 0=0, şi la x=/, 00/0x=0. Rezultă C,=0 şi ecuaţia 


pulsatiilor proprii 
cos v/=0. (5.78) 


Ecuatia (5.78) are un număr infinit de soluţii de forma 


2n-1 
Ynt = 5 


T. n=l,2,3,... 


Pulsatiile proprii sunt date de 


DO GPa ee: (5.79) 
2 Vo 


iar formele modurilor proprii de vibratie sunt definite de 
-l_x 
E — 
£ 
unde C este o amplitudine unghiulară nedeterminată. 


Ø, (x)= Csin” 


Matricea de rigiditate dinamică 
Prin analogie cu vibraţiile longitudinale, matricea de rigiditate dinamică a 
unui element de bară solicitat la răsucire este 


tgyl - [A 
cote y cosec y | | (5.80) 


Kia (= GI 
| ae | id E cosecy/  cotgy/ 
unde y este dat de (5.76) iar GI, este modulul de rigiditate la răsucire. Această 


matrice exprimă momentele de răsucire dinamice nodale în funcție de unghiurile de 
răsucire dinamice nodale. 
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Utilizând dezvoltarea în serie Taylor ca în $5.2, rezultă următoarele matrici 
de rigiditate şi de masă dependente de pulsatie 


je itotono? / a i 


4 |-1 1 45GI,|7/8 1 


el_phé| 2 1 2 2 2¢ 1 7/8 
= L2 ; 
n | 6 | grr (RLA) 45GI,|7/8 1 


5.4 Grinzi Timoshenko 


Rezultatele obținute în §5.1 sunt valabile pentru bare zvelte, la care se 
neglijează inertia la rotație şi deformatiile produse de forfecare. Analiza vibratiilor 
barelor care include aceste efecte, cunoscută sub numele de teoria Timoshenko a 
barelor, este prezentată în partea a două a lucrării. În general, prin considerarea 
acestor efecte rezultă pulsatii proprii cu valori mai mici decât cele obținute din 
relația (5.6). 


La o bară cu secțiunea constantă, simplu rezemată la capete, valorile 
pulsatiilor proprii calculate cu relația (5.14) au o eroare sub 5% dacă nr/£< 0,08, 


unde r=.///A este raza de inerție a secţiunii transversale iar n este indicele 


modal. 


O particularitate a barelor de tip Timoshenko este existenţa a două pulsatii 
proprii diferite pentru fiecare tip de formă deformată a liniei elastice a barei. 
Pulsatia mai mică se obţine pentru un mod de vibraţie în care deformatiile datorite 
încovoierii şi forfecării sunt în fază şi se însumează pentru a da deformația laterală 
totală. Pulsatia mai mare corespunde unui mod de vibraţie în care deformatiile de 
încovoiere şi cele de forfecare sunt în opoziție, iar deformația laterală totală este 
egală cu diferenţa lor. 


În teoria lui Timoshenko, ipoteza de bază se referă la forma secţiunii 
transversale. Se presupune că secţiunile plane rămân plane în timpul vibratiilor, dar 
nu sunt perpendiculare pe axa deformată a barei, ci rotite cu un unghi de lunecare 
specifică constant în toate punctele secţiunii (neglijând deplanarea datorită 
deformatiilor de forfecare). Acest unghi se calculează pe baza unei suprafeţe 
efective obţinute inmultind aria reală a suprafeţei secțiunii transversale cu un factor 
de forfecare care depinde de coeficientul lui Poisson al materialului şi de forma 
secțiunii barei. 


6. 
UNDE ELASTICE 


În acest capitol se studiază undele elastice în medii solide. Pentru 
simplificarea expunerii, la început se prezintă propagarea undelor în bare drepte, 
deci într-un mediu elastic limitat, pentru care interpretarea fizică a relaţiilor 
matematice este mai simplă. În continuare se tratează undele într-un mediu elastic, 
izotrop, omogen şi infinit, pornind de la ecuaţiile generale ale mişcării în trei 
dimensiuni, apoi într-un semispatiu elastic omogen şi într-un semispatiu stratificat. 
Prezentarea se bazează pe un text scris pentru lucrarea [20] (L. Fetcu, 1975). În 
final se descriu pe scurt undele ghidate în plăci omogene. 


6.1 Propagarea undelor 


O perturbatie produsă într-un mediu continuu se propagă sub forma de 
unde. 


Dacă unui punct i se impune o deplasare, el antrenează prin forțele de 
legătură elastice şi punctele învecinate. Dacă deplasarea este variabilă în timp, 
punctul respectiv devine sursă de mişcare. Mişcarea lui se transmite de la punct la 
punct spre zonele neexcitate direct, aflate inițial în repaus. Cu cât punctele sunt mai 
îndepărtate de sursă, cu atât intră mai târziu în mişcare. În felul acesta, mişcarea se 
propagă prin mediu cu viteză finită. 


Este de aşteptat ca soluţiile ecuaţiilor de mişcare stabilite în cazul 
vibratiilor sistemelor continue să descrie şi fenomenul de propagare a mişcării 
vibratorii, deoarece aceste ecuaţii sunt deduse pe baza legilor mecanicii, 
considerând aceleaşi forte de legătură elastice care condiționează propagarea 
mişcării. 

De exemplu, vibraţiile longitudinale armonice ale barelor prismatice sunt 
descrise de o deplasare u(x,t) care poate fi scrisă sub forma 


u(x,t)= X(x) T(t), (6.1) 
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unde X (x) este elongatia deplasarii axiale a punctelor din sectiunea x, iar T (t) este 


functia care descrie variatia in timp a deplasarii sectiunii considerate. Forma (6.1) a 
deplasării permite fie analiza mişcării vibratorii a punctelor barei dintr-o secțiune 
dată, fie determinarea distribuţiei deplasărilor în lungul axei longitudinale, la un 
moment dat. 


Particularizând soluţia (6.1) pentru cazul unei bare libere la capete (v. 
$5.2), în vibraţie armonică (faza iniţială nulă) 
u(x,t) = cosax sin øt , 


unde 


2 


o 
a =L=, 


E c? 
prin transformarea produsului de funcţii trigonometrice în sumă, se obține 
u (x,t)= ay |sin(or-ax)+sin(or+ ax) |= 


=a | sin (crx) in 2 (crs) | 
c c 


Astfel deplasarea u(x,t) se poate scrie sub forma unei sume a două funcții 
de câte o variabilă 


u(xt)= f (8)+ S (8), (6.2) 
unde 
é,=ct-x, E =ct+x, (6.3) 
f(E)= aosin 2. (6.4) 
Se consideră componenta u(x,t) a deplasării u(x,t), dată de funcția 
sE) 


u(x,t)= f(ct-x), 
pentru care se poate scrie şirul de egalitati evidente 
u,(x,t)= f (ct +cAt—cAt—x )= fle(t+At)- (x+cAr)|= u,(x+cAt,t+ At) 


sau, retinand termenii extremi, 


u,(x,t)=u,(x+Ax,t+At), Ax=cAt. (6.5) 


Egalitatile (6.5) arată că deplasarea u, (x,t) din sectiunea x se regaseste 


după timpul Ar într-o secţiune aflată la distanţa Ax =cAt, deci această valoare a 
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deplasării s-a propagat în lungul axei x, în sensul pozitiv, cu viteza constantă 
e=alE/p: 


Funcţia f (ct -x) defineşte o undă progresivă. Caracterul de undă al unei 
mărimi (în acest caz — al deplasării) este dat de forma argumentului & =ct-—x şi 
nu de forma funcţiei f, care arată ce tip de mărime fizică se propagă. Prin unda 
(6.4) se propagă o deplasare armonică. 

În mod similar se arată că funcţia f (ct +x) descrie propagarea deplasarii 
în sensul negativ al axei, constituind o undă regresivă. Despre deplasarea u(x,t) 


se spune ca se propaga prin unde. Miscarea vibratorie a punctelor mediului poate fi 
deci privită ca o suprapunere de unde progresive si regresive. 


f(x. ty) x, 
Li 

x 
> a 

Ax=cAt 

F(x, t+At) A 

b 

x 

X =X, +4x 


Fig. 6.1 


Dacă se fixează timpul tọ, unda are o reprezentare dată de forma funcției 
f (cto -x) considerată ca funcție de x, adică f (x, to) (de exemplu, ca în Fig. 6.1, 
a). După timpul At, deci la tọ + At, deplasarea din secțiunea x, se regăseşte in 
secțiunea x, =xy+cAtr (Fig. 6.1, b). Deoarece viteza c este independentă de 
secțiunea x, forma f ( x, to) s-a translatat după timpul Ar cu distanţa Ax =cAft, 


fără să se deformeze. Se spune că unda se propagă în lungul axei x (în spaţiu), cu 
viteza constantă c. 
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În lichide nevâscoase şi gaze se propagă unde de compresiune-rarefiere 
(dilatare), prin care particulele se deplasează pe direcţia de propagare. 


În solide elastice, interacţiunile de forfecare produc şi alte tipuri de unde. 
În medii elastice nelimitate, se propagă unde longitudinale (unde P) şi unde 
transversale (unde S) în care particulele se deplasează pe direcția, respectiv 
perpendicular pe direcția de propagare. La suprafaţa mediilor elastice se propagă 
unde Rayleigh (unde R), în care particulele au traiectorii eliptice cu semiaxa mare 
perpendiculară pe suprafaţa solidului. 


În medii elastice limitate se propagă unde ghidate. În straturi de grosime 
finită, dispuse deasupra semispatiului elastic, şi în plăci se propagă unde Love 
(unde Q), în care deplasarea particulelor este paralelă cu suprafaţa stratului şi 
perpendiculară pe direcţia de propagare. În plăci se propagă unde Lamb, în care 
particulele se deplasează pe orbite eliptice în plane care conţin normala la suprafața 
plăcii şi direcția de propagare. Undele Stoneley sunt ghidate în lungul interfetelor 
în medii stratificate. Undele ghidate sunt descrise prin moduri de undă, similare 
modurilor proprii de vibraţie ale elementelor structurilor de dimensiuni finite. 


6.2 Unde longitudinale în bare prismatice 


În bare prismatice se pot propaga trei feluri independente de unde: 
longitudinale, torsionale şi de încovoiere. Primele două tipuri sunt descrise de 
ecuaţia undelor, fiind unde nedispersive, ale căror viteze nu depind de frecvenţa de 
excitație sau lungimea de undă. În continuare se studiază doar undele longitudinale. 


6.2.1 Ecuația undelor. Soluţia lui d’Alembert 


Se consideră ecuația de mişcare (5.52) pentru vibraţiile longitudinale libere 
ale barelor prismatice 


SEN a=, (6.6) 


cunoscută sub numele de ecuație a undelor, pentru care se face schimbarea de 
variabile dată de relaţiile (6.3): 


E =ct-x, E =ctt+x. 


Exprimând derivatele funcției u (x,t) in noile variabile, se obtine: 
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Ou 0(dudg& ué) f du du\ Ou u au 
0g, Ox 08, Ox} Ox 


= = = + 3 
ax? Ox 06, 06 OG 061 06 065 


Ou O(du0& du dé) Of ðu du) (8u Ou u 
= = + = C +c =C 7 +2 + | 
Ot Ot\dg ôt 05 Ot Ot 08 0) 0g; 06,05. 0&3 
Ecuatia (6.6) este astfel redusa la forma 
Ou _ 
061 052 


numită forma canonică a ecuaţiei undelor. Ea este satisfăcută de orice funcţie 
u GEA) de tipul 


0, (6.7) 


u (6, &)=fi(4)+ h é). (6.8) 


Trecând la variabilele inițiale, se obține soluția lui d’Alembert pentru 
ecuația undelor 


u (é, &)=f (et-x)+ fa (ct+x), (6.9) 


care exprimă deplasarea u (x,t) ca suprapunerea a două unde: o undă progresivă, 
fi (ct-x), şi o undă regresivă, fy (ct+x). Formele funcțiilor fi şi fọ nu sunt 
impuse prin ecuaţia (6.7); ele sunt determinate prin condiţiile iniţiale şi condiţiile la 
limită ale problemei. 


Valorile succesive ale deplasării u (x,t) in timp, formeaza fazele (etapele) 
mişcării. Undele fı si fọ prin care se propagă aceste faze se numesc unde de fază. 
Despre punctele care au simultan aceleaşi deplasări se spune că sunt în fază. 


Dacă deplasarea u (x,t) este data, de exemplu, de o undă progresivă 
u (x, t)=f, (ct-x), 


fazele mişcării sunt complet determinate de valorile argumentului funcţiei fi, 


E, =ct—x, care se numeşte faza undei. 


Punctele în care faza undei are aceeaşi valoare é la un moment dat to 
formează o suprafață de undă. Ecuația suprafeţei de undă este deci 


cty —x = 6 =const., 
de unde, pentru că şi termenul cto este constant, rezultă 


x=Ccty—E) =X. (6.10) 
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Expresia (6.10) este ecuaţia unui plan normal pe axa longitudinală a barei, 
deci suprafaţa de undă este plană, iar undele de acest tip se numesc unde plane. 
Suprafaţa de undă (6.10), caracterizată de faza ¢,, se găseşte la timpul to 


în secțiunea xy a barei. La timpul ¢, ea se găseşte în secțiunea x, 


x =c- ő, 
parcurgând distanța 
Ax = x Xo =c(t, =i) 


Rezultă că suprafaţa de undă, de fază &, , se propaga în lungul axei Ox cu 
viteza constantă c, numită viteză de fază. Aceasta poate fi definită ca variația 
poziţiei x, dată de (6.10), pentru ¢ variabil, când ģ rămâne constant 


_ Ox 


==. 6.11 
D (6.11) 


Există o infinitate de suprafeţe de undă, corespunzătoare infinității de 
valori ale argumentului ¢,. Suprafața de undă care separă zona perturbată de zona 
neperturbată se numeşte front de undă. 


O suprafață de undă trece succesiv prin diferite puncte materiale ale barei. 
Direcția de propagare a suprafeței de undă coincide cu direcția de mişcare a 
punctelor materiale, care au în acest caz deplasări axiale. Undele pentru care 
direcția de propagare coincide cu direcția de deplasare a punctelor materiale se 
numesc unde longitudinale. 


Viteza de mişcare a punctelor materiale aflate la un moment dat pe o 
suprafață de undă diferă de viteza de propagare a undei, c. Intr-adevăr, viteza de 
mişcare este derivata în timp a deplasării u (x,t). Pentru deplasarea data printr-o 
undă progresivă, rezultă o viteză 


_ du _ Of 08 _ Afi 


= i (6.12) 
ôt 08 Ot dé, 
Deformatia specifică respectivă, £,, are expresia 
Pc U IRC A (6.13) 
Ox 08 Ox dé, 
deci, înlocuind £, =0,/E , rezultă pentru viteză 
i, =-6,c= -2E (6.14) 
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Astfel, într-o undă progresivă de dilatare (o, > 0) punctele materiale se 
mişcă în sens invers direcției de propagare, iar pentru o undă de comprimare 
(o, <0) - în acelaşi sens. 


Repetând raționamentul pentru mişcarea propagată printr-o undă regresivă, 
se obține 


poe (6.15) 


Viteza de mişcare şi viteza de propagare au acelaşi sens in unde de dilatare, 
şi sensuri opuse — în undele de comprimare. 


6.2.2 Unde armonice 


Dacă mişcarea care se propagă prin unde este periodică (bara vibrează 
longitudinal), deplasarea u (x,t) pentru fiecare sectiune x este o functie periodica 
de timp. Cand deplasarea este reprezentată sub forma (6.9), această condiție este 
îndeplinită dacă funcțiile fı şi fọ sunt periodice în timp. 


Fie T perioada mişcării. Din condiţia de periodicitate in timp pentru unda 
progresivă, rezultă că într-o secțiune dată x are loc egalitatea 


filet-x)=filelt+T)-x]. (6.16) 


Deoarece unda s-a deplasat în timpul T pe distanța A = cT , aceeaşi valoare 
a funcţiei f} se regăseşte în secțiunea x+ A 


filet-x)=filet-(x+4)], (6.17) 
deci unda este o funcție periodică în spațiu, de perioadă A=cT . 


Distanța A se numeşte lungime de undă. Când punctele materiale 
efectuează un ciclu de oscilație, unda se deplasează cu o lungime de undă. După 
cum se constată din relația (6.17), punctele aflate la distanță de o lungime de undă 
se mişcă în fază. 


Cel mai simplu tip de undă este unda armonică 
fi (et-x)=U, eP =U, [cos B(er—x)+i sin B(ct—x)], (6.18) 
cu U, şi B constante. 


Faza undei armonice, p, este argumentul funcţiei exponentiale, care are 
perioada 27. Dacă unda are perioada mişcării T şi lungimea de undă A, din 
condiţia de periodicitate în timp şi în spaţiu rezultă 


Bet = BA=21, 
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de unde 
pare a (6.19) 
cT A 
Faza undei devine astfel 
27 2m 2m 
= ct-x )= t x 6.20 
plai) A (6.20) 
Variația fazei în unitatea de timp, într-o secțiune dată a barei, 
OP e (6.21) 
ôt T 
este egală cu pulsatia vibratiei. 
Modificarea fazei pe unitatea de lungime, la un anumit moment, 
Op _27 _p (6.22) 
Ox A 
se numeşte număr de undă. 
Rezultă 
ie (6.23) 
c 


Constanta U,, egală cu valoarea maximă pe care o poate atinge deplasarea 


în unda fi, este amplitudinea undei. 
Unda armonică (6.18) devine 
filet-x)=U; gurk) U, | cos (@t—kx)+isin(wt—kx)}. (6.24, a) 
În mod similar, pentru o undă regresivă de aceeaşi pulsatie, se obţine 
fi (ct +x) =U, el") =U, [cos (wtt+kx)+isin(wt+kx)]. (6.24, b) 


Deplasarea u (x,t) este data fie de partea reala, fie de partea imaginara a 


sumei celor două unde. Punctele in care deplasarea este nulă se numesc noduri. 
Punctele în care deplasarea este maximă se numesc ventre. 


Pentru o undă progresivă, luând deplasarea egală cu partea reală a funcției 
fi (ct -=x ), nodurile se obtin din ecuatia 


cos (wt—kx)=0, 


de unde rezulta 
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øt-kx=(2n+1)5, 


a) mT A 
x=rt-(2a+1) r 5ct-(2n+1)7. (6.25) 


Fig. 6.2 


In fiecare moment t, nodurile se găsesc în altă poziție, deplasându-se cu 
viteza c. Ventrele, care se află la distanța + 4/4 de nodurile vecine, se deplasează 


cu aceeaşi viteză (Fig. 6.2, a). Deplasarea se produce în sensul pozitiv al axei sau 
în sens opus, după cum unda este progresivă sau regresivă. 


Când deplasarea este dată de o sumă de unde — progresivă şi regresivă 
u (x, t)=U, cos(or—kx)+U, cos(at +kx), 
nodurile se obtin din ecuatia 
U, cos(@t—kx)+U, cos(@t+kx)=0, 
sau din ecuatia echivalenta 
(U, +U,) cos@t coskx—(U,—U,)sinat sinkx=0. (6.26) 


Când amplitudinile celor două unde sunt egale, U} = U, , rezultă 


2U, cost coskx =0, 
sau 


kx= (n+), x= a+), (6.27) 
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deci nodurile nu se deplasează, unda rezultantă este staționară (Fig. 6.2, b). 


Dacă U, zU,, unda rezultantă este progresivă când U, >U, şi regresivă 
când U, <U. Poziţia x a nodurilor este dată de soluţia ecuaţiei (6.26) 


U,;+U, 1 
x = —arctg 
k U,-U, tgot 


iar viteza lor de propagare, dx/dt , nu mai este constantă. 


Viteza de fază c=.,/E/p depinde numai de caracteristicile materialului. 
Două unde de pulsatii diferite (o, # a) se propagă cu aceeaşi viteză c, dar au 


lungimi de undă diferite 


keora a EE E A 


Când într-o bară se suprapun două unde armonice progresive de pulsatii 
diferite, deplasarea rezultantă se obține însumând deplasările exprimate prin cele 
două unde, la acelaşi moment f, în aceeaşi secțiune x. 


Se consideră, de exemplu, două unde armonice progresive de pulsatii @, , 


0», cu amplitudini egale şi faze iniţiale nule 


| o 
fi(et—x)=U, ets), —=c, 
ky 
o 
gı (ct—x)=U, elt), Te. 
2 


Dacă deplasarea este dată de părțile reale ale celor două unde, rezultă 


u (x, t)= Re(fi)+ Re(g,)= 
=U, [cos(w, t-kıx)+ cos lo,t-kx)]= (6.28) 


@ -0 kk 0,+@ kK, +k 
=20) cos[ 3 pl oo 3 24 E a 


Deplasarea (6.28) poate fi privită ca o undă de pulsatie 


_ [424] +0) _ 2m 
2 T 
şi număr de undă 
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care are viteza de fază 
O QO; + W> A 
Cr ară = = 
k k,+k, T 


şi amplitudinea U modulată 


@|-@,_ ki-k, 
U =2U, cos 5 t 3 x| ., (6.29) 


aşa cum se arată în Fig. 6.3. 


Fig. 6.3 


Modulatia se realizează tot printr-o undă, de pulsatie 


0-0 
PE ut Matt ac 
3. 3 


care se propagă cu viteza 
[420 N 7932) Ao 
Cy = ——— = —. 
M ki=k, Ak 


Când pulsatiile undelor componente diferă foarte putin, modulatia se face 
foarte lent (Ao >0,4k > 0) şi viteza ei de propagare devine 


Ao do 
= lim ——=—. 6.30 
eS AR XA ee, 
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Relația (6.30) defineşte viteza de grup. Deoarece pentru undele 


0, @ | f 
longitudinale i E net c, se deduce că viteza de fază cy a undei rezultante şi 


1 2 
viteza de grup c, sunt constante şi egale 


O,+@ do 
Sa A Spa 6.31 
aa e Ea e ta 


Modulatia amplitudinii se propagă deci simultan cu unda modulată. Undele 
componente nu se deplasează relativ una fata de alta; ele se numesc nedispersive. 


6.2.3 Unde în bara de lungime finită 


La extremitatea x = 0 a barei finite din Fig. 6.4, se aplică o forţă armonică 


de pulsatie œ, reprezentată prin funcţia complexă F = Fp ei., 


Deplasarea 
complexă, armonică, provocată inițial în secțiunea x=0, se propagă în sensul 
pozitiv al axei printr-o undă progresivă şi la atingerea extremității x=/ se va 
reflecta, transformându-se într-o undă regresivă, care se suprapune defazat peste 
unda progresivă. Deplasarea se poate pune deci sub forma 


(xi Satie ulei) (6.32) 


amplitudinile U, şi U, rezultând din condiţiile la limita. 


x=0 x=2 
Re”! 
Ea ea se ea ee” 
Fae x=4 
Fig. 6.4 


Astfel, în secţiunea x = 0, tensiunea de compresiune este dată de raportul 
între forţa F şi aria secțiunii A 


o,(0)=-—=Ee,(0)=E—| , (6.33) 
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de unde se obţine 


DU „us = kUje!! +ikUyei0! = _ Fo giot 
Ox | EA 
x=0 
sau 
F, 
U,-U,=—. 6.34 
| “2 ikEA oe) 
Pentru bara liberă la ambele capete, în secțiunea x = / tensiunea o = E = 
x 
este nulă 
Ou loi ; i 
AKN = -ikU, em E) RU a CD 
Gx RI i 
x=4 
de unde rezultă 
Uje ™ -U e =0. (6.35) 
Rezolvând sistemul format de ecuațiile (6.34) şi (6.35) se obține 
F ikl F -ikt 
U=- £, U, =-— 2 fE _. (6.36) 
2kEA sinké 2kEA sinké 
Deplasarea (6.32) devine 
ike 
u ( t)= Fo să gilot-k)  pilor+kx-2k0) | (6.37) 
2kEA sin k/ 


Se poate observa că unda progresivă şi unda regresivă dau deplasări de 
acelaşi sens, iar la capătul x = dau aceleaşi valori. Unda regresivă este defazata 
față de unda progresivă cu unghiul constant 


A= DER be 
C 


: i in 24 4 sA renee 
corespunzător timpului — în care parcurge bara dus şi întors. Bara intra in 
c 


rezonanță pentru sin k£ = 0 , de unde rezultă 
k,@=nz, O, =n—=— |—, (6.38) 


valoare obținută în (5.70) pentru pulsatiile proprii. 
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Unda rezultantă (6.37) este staționară. Această proprietate este pusă în 
evidenţă dacă se scrie deplasarea (6.37) sub forma echivalentă 


u (x)= -E 2 [intend a eitli] Eaei cost =) 
2kEA sinké KEA  sinké 
de unde rezultă că deplasarea u (x,t) se anulează pentru 
cosk(¢—x)=0, k(¢-x)=Qn41)>, 
x=1-(2n+1)Ż. (6.39) 


Pentru bara încastrată la capătul al doilea (Fig. 6.4, b), punând condiția ca 
în încastrare deplasarea (6.32) să fie nulă 


u(x,t )| =U; ei(ot-kt) +U, eilorrke) ~0, 


sau 


se obţin constantele U, si U, , deci deplasarea u(x,t) este de forma 


i (x,t) a iF et [eile _ e ilor+kx-2k7) A (6.40) 
2kEA coské 


Spre deosebire de cazul precedent, deplasarile punctelor materiale in cele 
două unde au sensuri contrare, deci se scad, adică unda regresivă slabeste unda 
progresivă. 


Deplasările reale se obțin din partea reală sau partea imaginară a 
deplasărilor complexe (6.37), (6.40), după cum forţa armonică este dată de partea 


reală sau de partea imaginară a forţei complexe Fye'”. 


6.2.4 Propagarea energiei prin unde 


Intr-o bară elastică în vibraţie, odată cu deplasarea u (x,t) se propaga prin 
unde toate mărimile în expresia cărora intră deplasarea. Un interes deosebit 
prezintă propagarea energiei transmise mediului în vibraţie de la sursa excitație. 


Se consideră unda progresivă armonică 


filet) ue Or), =F, 
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deplasarea u (x,t) fiind dată de partea reală a undei 
u (x, t)=U, cos (@t-kx). (6.41) 


Valoarea instantanee a energiei pe unitatea de lungime a barei de masa 
m = pA, care se deplasează cu viteza ui =Ou/Ot şi este deformată cu €, sub 


acțiunea forţei axiale oA, are expresia 


2 2 
=, = Im + ante, = pa Z pea) . (6.42) 


Introducand deplasarea (6.41) în (6.42) şi ținând cont ca o? =c2k? se 
obține 


W = pA U’ sin? (wt —kx). (6.43) 


Deoarece W nu este uniform distribuită pe unitatea de lungime, relaţia 


(6.43) indică de fapt energia punctelor materiale din secţiunea x, la momentul t. 
Aceasta se propagă printr-o undă progresivă de argument wt—kx, cu viteza 


constantă c = o/k . Printr-o secţiune x, în timpul dt, trece energia conținută într-o 
porțiune de bară de lungime dx = cd? 


dW = We dx = Wocdt. 
Astfel, în unitatea de timp, prin secțiunea x se transferă o cantitate de 
energie 
dw 


Pai Wc = pAo?cU? sin? (wt —kx), (6.44) 


reprezentând fluxul energiei la momentul ¢, egal cu puterea instantanee P, 
dezvoltată de forţa de compresiune —o,A care imprimă punctelor din secțiune 


viteza ú = Ou/Ot 
P=-0,Au= e = pAw’cU’ sin? (@t-kx). 
Ox Ot 


Energia continuta într-o porțiune de bară de o lungime de undă A este 
egală cu cantitatea de energie care trece printr-o secţiune oarecare într-o perioadă 7 


A T 
W = | Wydx= Îmucar= 2 paatu?er. (6.45) 
0 0 
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Se obţine astfel energia medie distribuită pe unitatea de lungime a barei 


Wil 
Naas SPA oU? (6.46) 


şi fluxul mediu de energie printr-o secțiune 


dW, Wo1 


Oe 5 PAwU'e. (6.47) 


Daca unda este regresiva, energia se propaga in sensul negativ al axei x. 
Pentru o bara semi-infinita (0 <x< 0) excitată în secțiunea de capăt x=0 (Fig. 
6.5), o undă regresivă ar trebui să transporte energie de la +o către sursa de 
mişcare, fapt imposibil din punct de vedere fizic. 


u=Ueivt 


tam ce > 


Fig. 6.5 


Afirmația că energia nu poate fi radiata de la infinit spre zona unde se 
aplică excitatia constituie condiția de radiație. Conform acesteia, in bara semi- 
infinită nu pot apare unde regresive. Dacă bara este de lungime finită, unda 
regresivă rezultă din reflectarea unei unde progresive şi readuce spre sursă energia 
purtată de aceasta şi nedisipată în mediul înconjurător. 


6.2.5 Atenuarea undelor 


În cazul materialelor cu amortizare mare, propagarea undelor nu mai este 
descrisă corect de ecuaţia (6.60). Se observă că dacă unei secţiuni i se impune, de 
exemplu, o deplasare armonică, de amplitudine constantă, această amplitudine 
descreşte în spațiu, în sensul propagării. Unda are amplitudinea descrescătoare, se 
atenuează. 


Considerând că în prezența amortizarilor interne, la o variaţie armonică a 
tensiunii 

iat 

o=u,e.”'s 


corespunde o variație armonică defazata în urmă a deformatiei specifice 


6. UNDE ELASTICE 307 


p= pre ae), 


se introduce în ecuația undelor modulul de elasticitate complex 
a AETA (6.48) 
E0 


Ecuația undelor devine 


2 2 * 
1 * E 
=n Lee, Pala. (6.49) 
OX g Ot P 
Partea reală E£; a modulului de elasticitate complex 


o 
E, = cosd 
E0 
este modulul de elasticitate dinamic, iar 
E 
d=— =tgő 
E 
este factorul de amortizare. 


Se poate defini astfel o viteză de propagare complexă 


f oO 
ji) BI) os Gaga Inet Dal ina. (630) 
p 


care are sens doar în cazul propagării unei deplasări armonice, deoarece modulul 
de elasticitate complex (6.48) este definit pentru solicitări armonice. 


Numărul de undă corespunzător este de asemenea complex 


ae def ET (6.51) 


având partea reală şi cea imaginară date de relațiile 


k k E 
ba cos sf, fee k; =-— ne ee L652) 
JD 2 2D JD 2 2D 


O undă progresivă prin care se propagă deplasarea armonică a secțiunii 
x= 0, dată de funcția complexă 


u(0,t)=uo e, (6.53) 


se poate pune sub forma 
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u(x,t) =u eilor), (6.54) 
care satisface atât condiţia (6.53) cât şi ecuația (6.49). 


Introducând numărul de undă complex (6.51) în expresia (6.54) a undei, 
rezultă 


ts (x,t) =u oi(@t-k,x-ik;x) =u oki* eilot-k,x ) (6.55, a) 


sau 
u (x,t)= uo grai aloit), (6.55, b) 
unde coeficientul a =—k; > 0 se numeşte constantă de atenuare. 


Partea reală f =k, a numărului de undă complex se numeşte constantă de 
fază. Numărul complex y=a@+if se numeşte constantă de propagare. 


Unda dată de expresia (6.55) nu mai este armonică, deoareace 
amplitudinea ei U =u, e “* nu este constantă, ci descreşte exponential în spaţiu. 
Unda (6.55) se propagă cu viteza 

o VD JD 1 |E*] 
CE = = Cy i . (6.56) 
; ô ô ô p 
kı cos— cos—  cos— 
2 2 2 


Deoarece factorul de amortizare d este în general mic în comparație cu 
unitatea, se poate face aproximarea 


de unde rezultă 


a=k; > B=k,, c = — =C]. 


Pentru a caracteriza atenuarea undelor trebuie determinată experimental 
constanta a. O măsură a atenuării este mărimea, definită prin analogie cu 
decrementul logaritmic al vibratiei (2.51), dată de logaritmul raportului a două 
amplitudini aflate la distanţă de o lungime de undă 
Up e % 


U, = In ty on (e+ A) = aA > (6.57) 


de unde rezultă constanta de atenuare 
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E iad ese (6.58) 
A U A 
Se consideră două amplitudini U, si U aflate la distanța xp, al căror 
raport este 


: 1 Ş 
Acest raport devine —=0,368 cand exponentul este axpy=l. Deci 
e 


atenuarea este inversul distanței x9 (Fig. 6.6). 


Fig. 6.6 


Atenuarea a se măsoară în Neper/m (1 Neper = 8,686 dB). Ea este 
numeric egală cu logaritmul natural al raportului a două amplitudini măsurate la 
distanţa de 1 m (Fig. 6.6) 


a = In— [Neper/m]. 


În general, atenuarea este proporțională cu pătratul frecvenţei undelor, deci 
valorile atenuării se dau la o anumită frecvență sau mediate pe un interval de 
frecvenţe. Se recomandă determinarea experimentală a atenuării pentru fiecare 
material. 


Problemele concrete de tipul celor rezolvate în $ 6.2.3 se tratează analog, 
introducând în expresia undei (6.37) sau (6.40) numărul de undă complex k". 


Studiul propagării undelor torsionale in bare prismatice conduce la 
rezultate similare cu cele obţinute pentru propagarea undelor longitudinale, 
deoarece ecuaţia care descrie fenomenul are forma (6.6) 
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220 1 9% G 


E e (ore = 


Ox e? Ot P 


unde @ este unghiul de răsucire iar c, - viteza de propagare a undelor de torsiune. 


6.3 Unde transversale în bare prismatice 


Spre deosebire de undele longitudinale şi cele torsionale, undele 
transversale în bare prismatice sunt dispersive, viteza lor depinzând de frecvența de 
excitație şi de lungimea de undă. În barele de lungime finită, undele progresive şi 
cele regresive se compun, producând unde staţionare care constituie modurile 
proprii de vibrație. 


6.3.1 Viteza de fază şi viteza de grup 


În cazul vibratiilor transversale libere ale barelor drepte, ecuaţia de mişcare 
a fost stabilită în Cap.5 sub forma 


4 2 
AAST 


z EA 6.59 
ax? ar? ene 


O deplasare armonică, reprezentată prin partea reală sau cea imaginară a 
funcţiei complexe 


v(x,t)=Y(x)e'” (6.60) 


este soluţie a acestei ecuaţii, dacă funcția Y(x) satisface condiția 


4 
irai. maa 2, 
dx EI, 
de unde rezultă 
VQ. e% * +C, 2 Ce tC e., (6.61) 


Introducând expresia (6.61) a funcției Y (x) în relația (6.60), se obține 
v(x,t)=(C, er +C, etr*)ei® + c, elo 4c, eilertir). (6.62) 


În (6.62) se identifică două unde plane armonice: una progresivă 
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filert-x)= g att) (6.63) 
şi una regresivă 
fa lert x)= e0, (6.64) 


care se propaga în lungul axei x cu viteza de fază cy 


EI 
cr = 2 avo Da = Voyer =krer= er, (6.65) 
T T 


unde kp =,/@/cr este numărul de undă, c=4/E/p este viteza de propagare a 
undelor longitudinale şi r =] I, /A este raza de inerție a secțiunii transversale. 


Deoarece direcția de mişcare y a punctelor materiale este perpendiculară pe 
direcția de propagare a undelor (6.63), (6.64), acestea se numesc unde transversale. 


Viteza de propagare cp depinde de pulsatia @ a mişcării vibratorii 


O 
propagate, astfel încât vibraţiile de frecvență mică | A= 2) se propagă mai încet 
T 


oO 
decât vibratiile de frecvenţă mare | h= a ; 
1 


Când se suprapun două unde de pulsatii diferite (o, +0, ), unda rezultantă 
dată de (6.28) se propagă cu viteza 
O] + (425) 


Cr = y 
kr, + kr, 


diferită de vitezele de propagare ale undelor componente 


O] W> 


= Cr, = 
2 
kr, kr, 


2 


Cr, 


şi de viteza de propagare a modulatiei 


Undele componente se deplasează relativ una față de alta, la fel unda 
rezultantă şi unda de modulație. Astfel de unde se numesc dispersive. 
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În cazul particular al compunerii a două mişcări de pulsatii foarte apropiate 
lo 12 >), unda rezultantă are aproximativ aceeaşi viteză de fază ca şi undele 


componente 


@,+@, 20, 2a, 


aa PY PY 
Pa ac E iale x 


kp, tkr, 2kp 2kr ` 


Cr 


Viteza de grup, C, , cu care se propaga modulatia, diferă de viteza de fază 


comună, Cp, 


2 
c, = do E EEN (6.66) 
dk, dkr 


Relaţia de definiţie a vitezei de fază (6.65) arată că, micşorând lungimea de 
undă A, (ceea ce echivalează cu creşterea frecvenţei oscilatiei transmise), se pot 


obține viteze de propagare a deplasărilor oricât de mari şi respectiv, viteze de grup 
duble. În realitate, atât viteza de fază cât şi viteza de grup sunt limitate superior, 
fapt care nu este pus în evidenţă de relația (6.65). 


Această neconcordanta este rezultatul neglijarii inertiei la rotaţie a secţiunii 
transversale în ecuaţia (6.59) care, la frecvenţe mari, deci la acceleratii unghiulare 


mari, modifică aspectul fenomenului. Într-adevăr, introducând în ecuaţia (6.59) 
4 


termenul —/„p corespunzător inertiei la rotaţie a secțiunii transversale 


axa 


(Hamburger şi Buzdugan, 1958), aceasta devine 


e e =), (6.67) 


k? A ok? o =0. (6.68) 
Cc Cr 


Introducând viteza de fază cr = (sau @=crk,) în relaţia (6.68), se 
T 


obtine 


Cp = C= 0 XC. (6.69) 
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Pentru lungimi de undă A; >r , se poate face aproximarea 


obținându-se pentru viteza de fază expresia (6.65). Dacă Ap<<r, această 


aproximare poate conduce la rezultatul absurd cp >c, sau, la concluzia că pot 
exista viteze oricât de mari de propagare a undelor transversale, când A; >0. 


Datorită modificării calitative a rezultatelor, neglijarea inertiei de rotaţie a secțiunii 
transversale este permisă pentru frecvenţe 


f<2a5=2n Mee 
r pl, 


De exemplu, pentru o bară de oţel cu diametrul de 100mm, se poate utiliza 


ecuaţia (6.59) până la o frecvenţă de 10° Hz. 


Exprimând æ in funcţie de kp din relaţia (6.68) şi derivând in rapot cu 
kr , se obţine viteza de grup 


2 
ee 5 
Cg = de = cp BE >Cr, (6.70) 
dkr 1+ : 
22 
kýr 


fiind de asemenea limitată superior de viteza de propagare a undelor longitudinale 
c, după cum se poate verifica uşor. 

Din expresia (6.62) a deplasării v(x,t) se constată că numai o parte a 
acestei deplasări se propagă prin unde. Considerând condiţiile la limită specifice 
fiecărei probleme concrete, se pot determina constantele C],..., C4, deci se pot 
stabili amplitudinile undelor progresive şi regresive prin care se propagă mişcările 
armonice (6.62). 


Problemele legate de transmiterea energiei prin unde transversale şi de 
atenuarea undelor transversale, se tratează ca şi pentru undele longitudinale, ţinând 
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seama de concluziile obținute anterior cu privire la proprietăţile de propagare ale 
mişcărilor transversale prin unde. 


6.3.2 Unde în bara rezemată pe mediu elastic 


În cazul unei rezemări continue pe un mediu deformabil, mediul se opune 
deplasărilor transversale ale barei printr-o reacțiune distribuită continuu, p, (x). 
Cea mai simpla lege de distributie a reactiunii opuse de un mediu elastic este 
obtinuta pe baza ipotezei lui Winkler, conform careia reactiunea este proportionala 
cu săgeata barei 


p,(x)=-Kv. (6.71) 


Dacă bara rezemata pe mediu vibrează transversal în planul xOy, in ecuaţia 
fibrei medii deformate 


A pete tal i plc x neat CAD axl tai 
sarcina distribuita p(x,t) este formată din forțele de inerție — BA şi din 
t 


reacţiunea mediului (6.71), astfel încât ecuația de mişcare a barei devine 


atv 070 
EI, —+ pA— + xv=0. (6.72 
ax ar’ 


Pentru a constata dacă deplasările barei în vibraţie armonică se pot propaga 
prin unde, se introduce functia 


v(x,t)= 09 geeks) (6.73) 
in ecuatia (6.72). 
Notand 
pA 1 2 K 2 
— = =4n°, —=4m’', 
El, er’ El, 


rezultă că funcția (6.73) satisface ecuația (6.72) dacă 
kt -4n°@ +4m* =0, (6.74) 


relație care precizează legătura între numărul de undă şi pulsatia mişcării armonice 
propagate. 


Viteza de propagare a undei (6.73) 
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se obține din (6.74) înlocuind ø = c, ke 


4 
ge Die i ac ali Al sa (6.75) 
2n ke nA, 4r 


Deoarece viteza de propagare depinde de lungimea de undă A, = 2z/k, , 


undele sunt dispersive. Expresia (6.75) are un minim pentru k, = J2m, deci există 
o viteză de propagare minimă 


(6.76) 


corespunzătoare pulsatiei 


4 
j: 2 2m K 
Pele Po a2. (6.77) 
min n pA 

Dacă se analizează vibraţiile provocate de o sarcină transversală mobilă pe 
bară, atunci când sarcina se deplasează cu viteza c, grinda intra în rezonanţă. 


min 


4 
Înlocuind în (6.74) ke = oe , se obtine 


Viteza de propagare are valori reale (propagarea se poate produce) pentru 
mişcări cu pulsatii 


2 m K 
oO > eS pe? 
n pA 
sau 
a pAvo > KUQ, (6.78) 


ceea ce înseamnă că amplitudinea forței de inerție distribuite trebuie să depăşească 
amplitudinea reacţiunii distribuite a mediului elastic, condiţie necesară mişcării 
vibratorii. 
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6.4 Unde în medii elastice 


Studiul propagării undelor longitudinale şi transversale în bare s-a făcut pe 
baza ecuațiilor de mişcare simplificate, stabilite cu ipoteza secțiunii plane 
(Bernoulli), specifică Rezistenței materialelor. Pentru a controla efectul 
aproximărilor implicate în această ipoteză, se poate rezolva aceeaşi problemă 
pornind de la ecuaţiile de mişcare generale ale unui mediu elastic izotrop. 


6.4.1 Ecuațiile undelor în trei dimensiuni 


Ecuațiile de mişcare generale ale unui mediu elastic (Nowacki, 1969) se 
deduc din studiul condiţiilor de echilibru al unui element infinitezimal (Fig. 6.7), 
aplicând principiul lui d” Alembert. 


(ox + 2% dy) a 
x *" ax 


Fig. 6.7 


Astfel, scriind echilibrul fortelor care actioneaza paralel cu axa x, se obtine 


00 Or, 
0, ++ dx |dydz—o, dydz+| T, + "dy dxdz — 7, dxdz + 
Ox oy 


ÔT au 
+| Za + dz dxdy—r,, dxdy = p(dxdydz)—. 
Oz ôt 


Ecuatii similare se pot scrie pentru forțele care acționează paralel cu axele 
y şi z. După reduceri şi simplificări, rezultă ecuațiile mişcării 
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ðo, ÔTyy ÔTyz Ou 
+ =p» 
Ox Oy Oz Ct 
ôT, ôo, OT pa Z 
S a ati e (6.79) 
ôx Oy @z at? 


OT: ÔT y 0o 8w 
F F 


Z 


Ox Oy Oz i ar? 


în care u, V, w reprezintă deplasările in direcţiile x, y, respectiv z, p este masa 
specifica, iar 7 — timpul. 


Pentru a exprima ecuaţiile (6.79) numai în deplasări, se utilizează relaţiile 
cunoscute între tensiuni şi deformatii specifice, în care acestea din urmă se exprimă 
prin deplasările u, v şi w. 


Se obţin astfel ecuaţiile 


2 

(240) erauz pi (6.80, a) 
2 

(a+6)2@+EV%v=p 22 , (6.80, b) 
dy cc 
2 

(246) Fe +Gv'w= pe, (6.80, c) 


unde A este constanta lui Lamé, ¢, este deformația volumica specifică şi y? - 
operatorul lui Laplace: 


E vE _ 2vG 
(1+v)(1-2v) 1-2v’ 
ðu ôv Ow 
Ey FE, tE, tE, =— ba +H, 
Ox Oy Oz 
2 2 2 
y2 -2 d. ð ð 


+ : 
ôx? dy? O27 
Daca se deriveaza ecuatia (6.80, a) in raport cu x, ecuatia (6.80, b) in raport 
cu y si (6.80, c) in raport cu z, dupa insumarea lor rezulta 
ae, 


(A+2G) Ve, =p oa 


(6.81) 
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Dacă se derivează ecuaţia (6.80, a) în raport cu y şi ecuația (6.80, b) în 
raport cu x, după scăderea lor rezultă 


(6.82) 


unde 


este componenta rotației față de axa z. 


Procedând in mod asemănător, se obţin şi pentru componentele o,, o; 
ecuaţii de forma (6.82) 


%o 1I [ôu ôw 
GV°o, = i Se ieee | 6.83 
WER or? fo ie ae) ( ) 

A %o, I [ðw av 
GV O, Spa Oa al (6.84) 

ôt 2\0y Oz 

O ecuatie de tipul 
1 OF 

VF x, y,z,t )=—— — , 6.85 
(x,y,z) ap (6.85) 


este ecuatia undelor in trei dimensiuni. 


6.4.2 Unde longitudinale şi unde transversale 


Se poate verifica uşor că orice funcție F (é), unde & are forma 
=n x+n y+nz;z-ct, (6.86) 
satisface ecuația (6.85), dacă este îndeplinită condiția 
n? +n? +n? =1. (6.87) 
Ecuația 
nX+noy+naz=p (6.88) 


reprezintă un plan, pentru care nį, n», na sunt cosinuşii directori ai normalei şi p 


este distanţa la originea sistemului de axe. 
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Deoarece au loc egalitatile evidente 
F(p—ct )=F(p+cAt—cAt—ct )=F[p+Ap-—c(t+At)], Ap =cAt, 


functia F (£) descrie propagarea unei unde plane în sensul pozitiv al normalei de 
cosinusi directori nı, 17, 13. 


Deformatia volumica specifică ¢, şi rotirile specifice @,, o 


y »@, se pot 


propaga deci prin unde plane, cu viteze diferite, £, cu viteza 


[1+2G E(1-v 
Vp Y pty (0-27) bas 


Q,,,@, cu viteza 


lar @ 


x? y? 
Cs =,| 2 <Cp. (6.90) 
p 
Valori tipice pentru metale sunt cp = 5-8 km/s şi cg 20,5 cp. 
Relația (6.89) se mai scrie 
ie 
cp =] = a, (6.89, a) 
p 
unde 
K= z = At G 
3(1-2v) 3 


este modulul de elasticitate volumic. 

Se considera cazul particular in care suprafata de unda este un plan paralel 
cu planul yOz, cu normala Ox (n, =], n, =n,=0 ), iar deplasările u, v şi w 
sunt funcții de x şi ¢. În acest caz, atât deformația volumică specifică ¢, cât şi 


rotirile specifice @,, @,,@, sunt funcții de x şi ¢, obținându-se 


y? 
2 
1 1 
E ee, et ae ek 
Ox ax 2 Ox 2 0x 


Ecuatiile (6.81)-(6.83) devin astfel 


07u Oru 


ROG Vo Se ee 6.91, 
ve EE Pop ( p 
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ow ow 
8% 8% 
oe ot oe 3 (6.91, c) 


şi coincid ca formă cu ecuațiile care rezultă prin particularizarea sistemului 
(6.80, a)-(6.80, c). 


Ecuația (6.91, a) defineşte o undă plană longitudinală, u(x,t), care se 


deplasează cu viteza (6.89). Ecuatiile (6.91, b) şi (6.91, c) definesc două unde 
transversale v(x,t), w(x,t), care se deplasează cu viteza (6.90). 


Deformatiile de volum se propagă deci prin unde longitudinale, iar 
componentele rotatiilor — prin unde transversale. Deoarece cp > cg, in seismologie 
undele longitudinale se numesc primare (unde P), fiind primele înregistrate în 
cazul unui cutremur, având viteză de propagare mai mare. Undele transversale se 
numesc secundare (unde SH — în plan orizontal, unde SV — în plan vertical), având 
viteză de propagare mai mică, deci fiind înregistrate mai târziu. 


Într-un mediu infinit se pot propaga unde sferice, dacă perturbațiile care le 
produc sunt simetrice față de un punct. Undele sferice sunt unde longitudinale şi se 


obţin sub forma 
Pra) h(r-cr), r=a|x2+y2+z2, 


din ecuația (6.85) scrisă în cordonate sferice. 


Vi 


LOTTI 


Fig. 6.8 


O reprezentare simplificată a propagării undelor este prezentată în Fig. 6.8, 
a, pentru undele longitudinale şi în fig. 6.8, b pentru undele transversale SV. 
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Atunci când undele P şi S ajung la o interfaţă sub un unghi diferit de 90°, 
se produce o conversie a modurilor de propagare. Dacă o undă P întâlneşte o 
interfață, pot rezulta patru moduri de propagare: unde P reflectate şi transmise, 
unde SV reflectate şi transmise. Similar, atunci când o undă SV întâlneşte o 
interfață, aceleaşi patru moduri se produc în proporţii diferite. Studiul reflectiei şi 
refracției undelor depăşeşte cadrul acestui curs. 


6.4.3 Unde Rayleigh 


În cazul unui mediu omogen infinit, formele undelor care se pot propaga 
sunt determinate de excitație şi de condițiile iniţiale, astfel încât deplasările la 
infinit să rămână finite şi, în plus, să fie satisfăcută condiţia de radiaţie. 


Dacă spaţiul este limitat de un plan, introducerea condiţiilor la limită pe 
suprafața respectivă permite punerea în evidenţă a unui tip particular de unde (J. 
W. Strutt, Lord Rayleigh, 1885) care se propagă numai în vecinătatea suprafeţei 
limită, denumite unde Rayleigh. 


A 
Va 


Fig. 6.9 


Se consideră semispatiul mărginit de planul xOy, cu axa z orientată spre 
interiorul mediului (fig. 6.9), aflat intr-o stare plana de deformatie, astfel incat 


u=u(x,z,t), v=0, w=w(x,z,t). (6.92) 
Ținând seama că, pentru aceste condiţii, se obţine 
du Ow 2 g 
Zr, Ve =— PR 
Ox Oz Ox Oz 


ecuaţia de mişcare (6.80, b) este identic satisfăcută, iar ecuaţiile (6.80, a, c) devin 
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2 2 2 2 2 
ze ti aL lt Stă ln Eee, (6.93, a) 
Ox’  Ox0z Ox0z Oz ot 
2 2 2 2 2 
pecs a a Vase e E, (6.93, b) 
Ox0z Oz Ox Ox0z}) ðt 
Suprafaţa semispatiului este liberă, deci tensiunile o,, 7,,, 7,, sunt nule 
pentru z=0: 
ôw „ðu 
o,(0,t)=Ae,+2Ge,|_, =(4+2G)— +42] =0, (6.94, a) 
su Oz Ox | o 
2140056 aC E 20; (6.94, b) 
z=0 Oz Ox j 
Condiția Tyz| = 0 este identic satisfăcută, deoarece în toate punctele 


PEIEE . ðv Ow S 
semispatiului deformația y,. = si + ay este nula. 
Z oy 


Ecuatiile (6.93, a, b) împreună cu condiţiile (6.94, a, b) determina 
miscarile plane libere ale semispatiului elastic. Se pune problema daca punctele 
materiale pot executa mişcări vibratorii armonice de pulsatie @ in plane paralele 
cu xOz, care să se propage numai în lungul axei Ox, deci daca deplasări de forma 


u (x,z,t)= U(z)eilor-ka), (6.95, a) 
w(x,z,t)=W(z)e Hote). (6.95, b) 


satisfac ecuaţiile obişnuite şi condițiile la limita. 


Introducând funcțiile (6.95, a, b) în ecuaţiile (6.93, a, b) şi rezolvând 
sistemul de ecuaţii diferenţiale rezultat, liniar şi omogen în U (z) şi W(2), se obține 


U(z)= Ce And? +C, eri? + sc, Eset 4C} etess), (6.96, a) 
W(z)=—ig(C, et cett |i (Cy eH ce), (6.96, b) 


unde q şi s sunt constante reale şi pozitive pentru œ dat 


1/2 1/2 
PR RC a a REL AN 
en ch 
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1/2 1/2 
=|1 o = ca eae < 
s= ee see, © ES SESS GR 
RCS Cs R 


Pentru q sau s imaginar, ar rezulta componente ale deplasărilor u, w care se 
propagă şi în lungul axei z, ceea ce a fost exclus prin enunţul problemei. 


Deoarece pentru z—o deplasările trebuie să rămână finite, rezultă 
C, = C, =0, funcţiile (6.96, a, b) devenind 


U(z)=C, e 492 +5 Ce 2, (6.97, a) 
w(e)=-i (q Cie +C; ez], (6.97, b) 


Condiţiile la limită (6.94, a, b) sunt îndeplinite dacă funcțiile U(z) şi W(z) 
satisfac ecuațiile 
(4+2G)W'(0)- 4 kpiU(0)=0, (6.98, a) 


U'(0)- kpiW(0)=0, (6.98, b) 
de unde rezultă pentru constantele C, şi C3; sistemul liniar şi omogen 
2 
(145 Je, +25C;,=0, 


GCS es G =0. 


Conditia ca acest sistem sa aiba solutii nebanale (diferite de zero) se obtine 
prin anularea determinantului coeficientilor 


(145?) -4sq =0, (6.99) 


Z ; . o . 
de unde rezultă o ecuație pentru viteza de propagare Cp = T a undelor Rayleigh, 
R 


unde kp este numărul de undă al undelor Rayleigh. 


Introducand notatiile 


ce 1-2v că @ i 
Sp =«<l, a = =p<l, 
cp 2(1-v) c$ (kres 


ecuația (6.99) în necunoscuta p devine 


f(p)=p -8p +(24-16e )p-16(1-¢)=0, (6.100) 


formă cunoscută sub numele de ecuația vitezei de fază a undelor Rayleigh. 
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Dacă această ecuaţie admite o rădăcină reală pozitivă subunitară (care va 
da viteza de propagare cp ), rezultă că mişcările (6.95, a, b) sunt posibile. Deoarece 
f(0)= —16 (ise )< 0 si f(ij= 1>0, există o rădăcină reală 0< p<1 şi se poate 
demonstra că ea este unică în acest interval. 

Viteza de propagare a undelor Rayleigh este deci mai mică decât viteza de 
propagare a undelor transversale în acelaşi mediu cp <cy. Ea nu depinde de 


frecvența mişcării vibratorii, deci undele Rayleigh într-un mediu elastic omogen 
sunt nedispersive. In seismologie, datorită neomogenitatii solului, undele Rayleigh 
sunt dispersive, viteza lor crescând cu adâncimea. 


Deoarece amplitudinile (6.97, a, b) scad exponential cu adâncimea z, 
undele se numesc de suprafață. Cea mai mare parte a energiei lor se propagă 
printr-un strat limitat la suprafaţa semispatiului, atfel că atenuarea lor în direcția de 
propagare este mai lentă decât a undelor P sau S, care se propagă prin tot 
semispatiul. 


S-a calculat că din totalul energiei transmise semispatiului de o presiune 
oscilantă normală la suprafaţa z = 0, uniform distribuită pe o zonă circulară, 67% 
se propagă prin unde Rayleigh, 26% prin unde transversale şi 7% prin unde 
longitudinale. De asemenea, pe seismogramele înregistrate în timpul unui cutremur 
sau al unei explozii în pământ, amplitudinile maxime — deci efectele distructive 
maxime — corespund undelor Rayleigh. 


În general, cg =(0,87...0,95) cs. În oţel cg =3 km/s, cs = 325 km/s. 


i ews i 1 ; 1, 
Pentru sol se consideră de obicei 2 = G , deci v = T In acest caz £ = =: Şi 


ecuaţia (6.100) admite ca rădăcină reală, pozitivă,  subunitară 
p=2- 2/3 = 0,8453 . Se obţine astfel 


Cr =0,9194 cg, q = 0,8475, s = 0,3933, Cy = -1,468 C, . (6.101) 
Amplitudinile (6.97, a, b) devin 
u(z)=C, (pot _0,5773 e 03933ka2 ) (6.102, a) 
W(z)=-i 0,8475 C, ( e AR 17321 086882 | (6.102, b) 


În Fig. 6.10 s-a reprezentat, pentru v = 0,25, variaţia acestor amplitudini, 


ig . ae : IRI E; 
raportate la valoarea de la suprafaţă, în funcţie de variabila adimensională —, 
R 


unde Ap = 27/kR este lungimea de undă Rayleigh (Richart, Hall & Woods, 1970). 
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Utz) Wiz) 
U(0) wo) 


Fig. 6.10 


1,21 


R 
pe direcţia x (orizontală) este nulă. Punctele din acest plan se mişcă doar pe direcţia 
z (verticală). Amplitudinea mişcărilor pe verticală este maximă pentru 
Zo =0,076Ap, scăzând apoi rapid. La z= Ap aceasta este doar 0,19 din 


amplitudinea punctelor de la suprafață. 


Se constată că pentru zy =0,193 Ap = amplitudinea U(zg) a mişcării 


Pentru un punct material, compunerea mişcărilor pe cele două direcţii x, z, 
conduce la o traiectorie eliptică. Astfel, dacă deplasările sunt date de părţile reale 
ale funcţiilor (6.95, a, b), pentru punctele de la suprafață se obţine ecuația 
parametrica a elipsei sub forma 


u(x,0,t)=acos(wt—kpx), (6.103, a) 

w(x,0,t)=—1,468 asin(@t—kpx). (6.103, b) 

În Fig. 6.11 este reprezentată traiectoria punctului material de coordonate 

(x =0,z= 0), iar in Fig. 6.12 — evolutia fenomenului la suprafata semispatiului 
într-o semiperioada. 

La suprafata particulele se deplaseaza pe orbite eliptice (sau circulare). Pe 

măsura îndepărtării de suprafaţă, particulele se deplasează pe orbite mai mici. La o 


anumită adâncime elipsele degenerează în linii drepte verticale (sau chiar puncte, 
denumite noduri). Sub această adâncime se inversează directivitatea mişcării în 
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lungul elipsei, după care apar regiuni în care alternează mişcarea eliptică cu 
nodurile sau traiectoriile verticale. 


T 

D 

S 
sI 


i r À 
2 


sI 


Fig. 6.11 Fig. 6.12 


Amplitudinea undelor Rayleigh descreşte după legea 1/ vr, unde r este 


distanța parcursă de undă de la focar. 


Fig. 6.13 


O reprezentare simplificată a propagării undelor Rayleigh este arătată în 
Fig. 6.13. Se remarcă asemănarea undelor Rayleigh cu undele de la suprafața 


oceanelor. 
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În cazul a două semispatii din materiale diferite, despărțite de o interfață 
comună, în lungul interfeţei se propagă unde Stoneley. Acestea sunt tot unde 
nedispersive ca şi undele Rayleigh, dar pot exista doar pentru anumite domenii de 
variaţie a proprietăților celor două materiale în contact. 


6.4.4 Unde Love 


În cazul undelor Rayleigh, componentele orizontale u ale deplasărilor 
punctelor materiale sunt pe direcția de propagare x a undei, deci sunt deplasări 
longitudinale. Deplasările orizontale transversale v (pe direcţia y, perpendiculară 
pe x) sunt nule. 


Totuşi, în măsurările seismice s-a constatat existența unor deplasări 
orizontale transversale v(x, zt) independente de y, care se propagă de asemenea în 
direcția x. Apariția acestor unde de tip SH a fost explicată de A. E. G. Love (1911). 
El a arătat că existența lor este datorată structurii neomogene din punct de vedere 
mecanic a scoarței pământului, schematizata de el printr-un semispatiu 2, acoperit 
cu un strat superficial 7, de grosime H (Fig. 6.14). 


Luând sistemul de axe cu originea în planul de separație al celor două 
medii, notând cu x direcţia de propagare şi cu z axa verticală, deplasarea armonică 
propagata printr-o undă Love are componentele 


v (x,z,t)=V (z) i0, u=0, w=0. (6.104) 
De notat că în continuare se lucrează cu semnul plus în paranteza 
exponentului soluţiei (6.104), deci cu unde Love regresive. 
Ecuațiile de mişcare (6.80, a, c) sunt identic satisfăcute, iar ecuaţia (6.80, 
b) devine 
av 07% a 8% 


— + =— 6.105 
Ox? 022 cz ar ( 
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Condiţiile la limită se pun pe suprafaţa liberă z = —H , pe care 


z=-H 


şi pe suprafața de separație, pe care deplasările şi tensiunile sunt continue 
z=0, gales) (6.107) 


vi (x,0,t)= Uz (x,0,t) š 
Introducând funcția v (x,z, t) in ecuatia (6.105), se obtine 
2 2 
ale -k| 1--— |V 0, 
dz Los 


de unde rezulta 


V(z)=C e + Ce 7, (6.108) 

unde 
1/2 1/2 
ecli a? p c? ran 
= = = SR > (păzi = oe 
k? c c k; 
Parametrul s poate fi real sau imaginar, după cum cp <cg, respectiv 

C; > Cs. 


Particularizând în funcția (6.108) constantele elastice ale mediilor, se obțin 
amplitudinile deplasărilor V;(z) în mediul 7 şi V>(z) în mediul 2 


V,(z)=C, eh? + Ce 7, z<0, (6.109, a) 
V>(z)=C, eh? + Coe hi? z>0. (6.109, b) 


Deoarece amplitudinea V,(z) trebuie să rămână limitată când z-—o, 
rezultă C, = 0. Condiţiile (6.106), (6.107) impuse funcţiilor (6.109, a, b) conduc la 


sistemul algebric omogen cu necunoscutele C}, C,, C3: 
Ce hal Ciets” =0, (6.110, a) 
Gs, (C,-C, )=-Gy Cy, (6.110, b) 


Cy + C=C, (6.110, c) 
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Anuland determinantul coeficientilor se obtine ecuatia 


thine 2022. (6.111) 
Gis 
in care 
> WW? „ NU2 
s= 1-5] , s= 1-2] . (6.112) 
cs, cs, 


Pentru ca în partea infinită 2 a semispatiului undele să se propage numai in 
direcţia x, este necesar ca s) să fie real, deci cz < C5,- In aceste condiții, ecuația 


(6.111) are rădăcini reale (deci viteze reale de propagare, cz , ale undelor Love) 
dacă cz > cg , de unde rezultă că s, este imaginar 
1/2 


2 
=i -1| =ils,|=ir. (6.113) 


Deoarece, în general, thia =i tgia , ecuația (6.111) devine 


> \W2 5 1/2 ; 1/2 
f(c,)=G,| 1-4 G,|4-1] tgkıH| -1| =0, (6.114) 
c$, c$, cs 
cu condiția 
Cy <Cp <Cg - (6.115) 


Se verifică uşor că există o valoare a vitezei cp care satisface condiția 
(6.115) şi ecuaţia (6.114), deoarece fles, )> 0 si files, )< 0. Această valoare este 
funcție de numărul de undă k; , deci undele Love sunt dispersive. 
Viteza undelor Love este mai mare decât viteza undelor Rayleigh 
CR <CL. 


Pentru c; determinat din ecuaţia (6.114), constantele C}, C,, C, rezultă 


din sistemul (6.110), astfel că undele Love regresive în stratul superficial 7 sunt 
date de deplasarea 


2, (x,z,)=C, leit pg-ikir(2H+2)] gilera) (6.116) 
Funcţia 


f (x,z,t) — pilottk,x+k,rz) (6.117) 
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a i $ ` (42) i ; S 
reprezintă o undă plană care se propagă cu viteza c, =—— pe direcţia normală la 
SFE t 
S, 


planul x-rz = const. 


Într-adevăr, argumentul g al undei (6.117) se poate pune sub forma 


în care 


2 2 2 2 2 2 2 

ki ki 2 ki Ager =k a4 
2 2 ee 29 Di > eRe 
ks ks ks. ks cs ks o 


deci este îndeplinită condiția (6.87) ca funcția (6.117) să satisfacă ecuația undelor 
(6.85). 


Funcția 
h (x,z,t)=e! | ot+k,x—k,r(2H+z)] (6.118) 


reprezintă o undă plana care se propaga cu viteza cs pe o direcţie normală la 


planul x — rz = const., defazată faţă de unda fi (x,z,t). 


Astfel, deplasarea v, este dată de suprapunerea a două unde cu direcții de 
propagare înclinate fata de axa x, unda f, fiind incidentă pe planul de separație şi 


unda f, - reflectată. 


Considerând deplasările punctelor materiale date de partea reală a funcției 
complexe (6.116), se obţine 


Re (v,)=2C cosk,r(z+H)coslot+k,x—-k,rH |. (6.119) 
Amplitudinile Vg, , variabile cu z, 
V, = 2C coskyr(z+H ) 
se anulează pentru valorile z care satisfac condiția 
kır(z+ H )=(@2n+1)5, -H<z<0, (6.120) 
deci sunt dispuse în plane paralele cu suprafața liberă şi sunt maxime pentru 


z=—H, adică pe suprafața liberă. Undele Love sunt unde transversale polarizate 
orizontal (unde SH). 


6. UNDE ELASTICE 331 


În Fig. 6.15 s-a reprezentat o undă Love regresivă în stratul J, în două 
poziții la interval de timp de 7/4 (T =2z/a). 


Fig. 6.15 


S-a arătat (R. Jones, 1958) că pentru us > 3 soluţiile ecuaţiei (6.114) sunt 
1 


Sct ` . G n A : 
aproximativ cele corespunzătoare cazului —2 — œ , când ecuaţia devine 
1 


; 1/2 
Cs, 


deci pentru 


P 1/2 
Cc T 
unl $- = (6.121) 


cs 


Înlocuind în (6.121) pe ky me unde f este frecventa vibratiilor 
Cr 


propagate, rezulta 
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a eet A a (6.122) 


c? 16H° f? c$, i 


deci £ depinde liniar de za (Fig. 6.16). 
CL f 


ag 
ct 
ale 2 
c arc tg 16 H 
S4 si 
0 pa 
16H? 1 
2 
cs, f 


Fig. 6.16 


Panta dreptei care reprezintă relaţia (6.122) este o mărime pe baza căreia 
poate fi determinată grosimea H a stratului superficial 7. 


Fig. 6.17 


O reprezentare simplificată a propagării undelor Love progresive este 
arătată în Fig. 6.17. 
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6.5 Unde ghidate în plăci 


Într-un mediu elastic infinit se propagă doar două tipuri de unde 
nedispersive, undele longitudinale (de compresiune) şi undele transversale (de 
forfecare). Într-o placă se propagă două familii infinite de unde Lamb, ale căror 
viteze depind de raportul între lungimea de undă şi grosimea plăcii (H. Lamb, 
1917), precum şi unde Love. 


Undele ghidate sunt folosite în încercări nedistructive. Un semnal de scurtă 
durată conţine o bandă finită de frecvenţe. Componentele de joasă frecvență se 
propagă cu viteze diferite faţă de cele cu frecvenţe înalte, rezultând o dispersie a 
pachetului de unde. Forma semnalului se modifică pe măsura propagării, în spațiu 
şi în timp, deci este importantă relația viteza-frecventa, reprezentată sub forma 
curbelor de dispersie. Dispersia nu este determinată de proprietăţile materialului în 
care se propagă undele, ci de condiţiile la limită impuse de structura ghidului de 
unde. 


6.5.1 Unde Lamb în plăci 


Se consideră o placă omogenă de grosime A pe direcţia z, având dimensiuni 
infinite pe direcțiile x şi y. Pornind de la ecuațiile de mişcare în trei dimensiuni, se 
caută soluții armonice de forma (6.95), (6.96), în care kp = k . Ele reprezintă unde 


sinusoidale care se propagă în direcţia x, cu lungimea de undă 2z/k şi frecvenţa 
o/2x . Nu există deplasări în direcţia y. 


La suprafeţele libere ale plăcii, tensiunile o, şi 7,. sunt nule, deci 


condiţiile la limită (6.94) sunt valabile la z = +4 . Cele patru condiții conduc la un 


sistem liniar, omogen în constantele C,,...,C4. Anulând determinantul 


coeficienţilor, rezultă două ecuații caracteristice, cunoscute ca ecuațiile de 
dispersie ale undelor Lamb. 


Cu notatiile specifice undelor Lamb 


> 1/2 ; 1/2 
azita 2-0 | pis] , (6.123) 


Cp 


unde numarul de unda 


k=, (6.124) 


Viteza de fază, km/s 
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iar cp este viteza de fază a undelor Lamb în placă, se obţine, pentru modurile 


simetrice faţă de planul median al plăcii 


(e-e) (4p?) we" =0, (6.125, a) 


iar pentru modurile antisimetrice fata de planul median al placii 


(p-r cote + (4a pr? cote *=0. (6.125, b) 


Directia de 
propagare 


10,0 


80 


6,0 


4,0 


2,0 


0,0 $ 2,0 40 6,0 80 r 10,0 


` Frecventă x grosime, MHz-mm i 


Modul ay (de incovoiere) Moduri Rayleigh (de suprafata) 


Fig. 6.18 
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Ecuațiile (6.125) sunt relaţii implicite între viteza de fază cp a undelor 


Lamb (viteza crestelor undelor) şi produsul frecvență x grosimea plăcii, fh. 


În fig. 6.18 se prezintă curbele de dispersie ale undelor Lamb pentru o 
placă din oţel (Lowe, 2002). Aceste curbe pot reprezenta modurile de propagare fie 
într-o placă de 1mm grosime în domeniul de frecvențe până la 10 MHz, fie într-o 
placă de 2mm grosime, la frecvențe până la 5MHz. Modurile ‘s?’ sunt simetrice 
iar modurile ‘a’ sunt antisimetrice fata de planul median al plăcii. Prin 0,1,2,.. se 
arată indicele modului de propagare respectiv. 


Modurile fundamentale, sọ şi ay, sunt cele mai utilizate în încercări 
nedistructive, fiind relativ distantate între ele la frecvenţe joase. Ele există la toate 
frecvențele şi în majoritatea aplicaţiilor practice transportă mai multă energie decât 
modurile de ordin superior. Formele acestor moduri sunt reprezentate în fig. 6.18. 
Orbita eliptică a punctelor materiale are semiaxa mare în planul plăcii - la modul 
simetric, respectiv perpendiculară pe planul plăcii - la modul antisimetric. 


La creşterea frecvenţei, vitezele ambelor moduri variază, tinzând 
asimptotic la frecvenţe înalte spre viteza undelor Rayleigh. La aceste frecvențe, 
formele modurilor de undă arată că mişcarea are loc tot mai mult doar în 
vecinătatea suprafețelor plăcii. La limita, în lungul ambelor suprafeţe se propagă 
unde Rayleigh. În cazul modului sg, cele două unde Rayleigh sunt în fază; în cazul 


modului ag, ele sunt în antifază. În toate modurile Lamb, mișcarea particulelor are 
loc în planul definit de normala la suprafaţa plăcii şi direcţia de propagare. 


4,0 


Număr de undă x grosime 
N 
o 


1,0 Ce 
A 
5 
0 a Ck be 23 Aa 44 
40 6.0 


8,0 10,0 


Frecventă x grosime, MHz-mm 


Fig. 6.19 
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O formă diferită a curbelor de dispersie a undelor Lamb este prezentată în 
fig. 6.19, unde s-a înlocuit viteza de fază prin numărul de undă (înmulțit cu 
grosimea plăcii). 


Curbele vitezei de fază prezintă viteza crestelor undelor, dar aceasta nu 
este, de fapt, viteza de deplasare a unui impuls sau unui pachet de unde de scurtă 
durată. Un pachet de unde se deplasează cu viteza de grup, egală cu derivata 
pulsatiei în raport cu numărul de undă (6.30) 


do 
Cc, =—, 6.126 
ag ( ) 
sau, in functie de viteza de faza, 
SEP pu, (6.127) 
Co = Cr f OA; A . 


unde A, = 27/k este lungimea de undă. 


Aşa cum s-a arătat anterior, dacă semnalul corespunzător unui pachet de 
unde este o undă sinusoidală modulată în amplitudine de o înfăşurătoare, atunci 
unda modulantă se propagă cu viteza de grup în timp ce crestele undei sinusoidale 
în interiorul înfăşurătorii se deplasează cu viteza de fază pentru frecvența 
respectivă. 


Viteza de grup, km/s 


0,0 2,0 4.0 6,0 8,0 10,0 


Frecventa x grosime, MHz-mm 


Fig. 6.20 


Viteza de grup ofera deci informatii asupra timpilor de propagare a 
pachetelor de unda pe distante mari, utile in controlul nedistructiv. Figura 6.20 
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prezintă curbele de dispersie ale vitezei de grup a undelor Lamb pentru o placă din 
oţel. Calculul acestora se poate face pe baza curbelor de dispersie a vitezei de fază 


(fig. 6.18) utilizând relația 
1 


ele eE) 4 h (6.128) 
uae 
de 


în care = fh, f este frecvenţa undei şi A este grosimea plăcii. 


6.5.2 Unde Love în plăci 


Într-o placă orizontală infinită, în afara modurilor Lamb se pot propaga şi 
moduri de undă transversale orizontale, de tip Love. În acest caz, mişcarea 
punctelor materiale are loc perpendicular pe direcţia de propagare şi paralel cu 
suprafaţa plăcii. 


Direcția de 


we propagare 


ona 


10,0 


80 


6,0 


40 


Viteza de fază, km/s 


2.0 


0,0 
0,0 2.0 40 6,0 80 


Frecventa x grosime, MHz-mm 


10,0 


Fig. 6.21 
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În fig. 6.21 se arată curbele de dispersie ale modurilor Love calculate 
pentru o placă din oţel (Lowe, 2002), precum şi formele modale ale deplasărilor 
pentru primele două moduri. 


In modul fundamental SHg, deplasarea nu variază pe grosimea plăcii, ci 
numai în direcţia de propagare. Ca urmare, viteza de propagare este egală cu viteza 
constantă a undelor transversale în trei dimensiuni, cy . 


In modul SH, , variația deplasării pe grosimea plăcii are forma unei semi- 


sinusoide. Placa este deformată antisimetric, cu deplasări pozitive pe o suprafaţă şi 
negative pe cealaltă. Deplasările în modurile de ordin superior au legi de variaţie pe 
grosimea plăcii cu număr crescător de semiunde. 


Trebuie notat că formele modale pentru fiecare mod SH sunt identice în 
orice punct de pe curba de dispersie, spre deosebire de majoritatea undelor ghidate, 
la care forma modală variază considerabil în lungul curbei de dispersie. 
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